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INLEIDING. 



De problemen der mathematische physica leiden veelal tot het onder- 
zoek van functies, die aan zekere differentiaalvergelijkingen en gegeven 
randvoorwaarden moeten voldoen. De studie van de eigenschappen van 
dergelijke functies is derhalve een van de gewichtigste diensten, die de 
natuurwetenschappen van de analyse verlangen. Voor den wiskundige 
echter, die zich op zuiver wiskundig standpunt stelt, rijst nog de be- 
langrijke vraag, of het probleem wel eene oplossing heeft; de natuur- 
kundige daarentegen twijfelt er niet aan, dat er in elk bijzonder geval 
wel eene functie is, die zijn vraagstuk oplost. Zoo zijn o. a. van de pro- 
blemen van Dimchlet en Neumann, die hier op neerkomen, dat men 
eene functie Cp(x, y, z) tracht te vinden, die aan de vergelijking van 
Laplace, d. i. aan de partiëele differentiaalvergelijking 

en aan zekere randvoorwaarden voldoet, reeds in vele bijzondere gevallen 
de oplossingen gevonden, voordat het gelukte aan te toonen, dat in het 
algemeen het vraagstuk oplosbaar is. Behalve tot differentiaalvergelijkingen 
leiden de physische problemen weleens tot voorwaarden van anderen aard. 
Zoo kwam Abel 1 ) in 1828 bij de oplossing van een vraagstuk der mecha- 
nica op eene vergelijking van den vorm 



Jo(*-y)* dy ' 



(!) A*)= I Z^xï*» (0<a<1) 



waaraan de gezochte functie <p(y) moest voldoen, en hij toonde aan, dat 
geene andere functie, dan 

ir dxja{x — y) 1-A 

aan deze betrekking kan voldoen. 

Ook komt het veelvuldig voor, dat, wanneer de gevraagde functie aan 
eene differentiaalvergelijking moet voldoen, deze voorwaarde zich in eene 
gedaante laat schrijven, waarbij de gezochte functie onder een integraal- 
teeken voorkomt, zooals dat bij (1) het geval is. 



1) Crellb's J. doel I (1826) blz. 158. 
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Hiervan gaf Liouville *) in 1837 een voorbeeld door te bewijzen, 
dat de functie (#), die aan de differentiaalvergelijking 



*| + [>-c ( ,)]4>-0 



voldoet en voor x — a de waarde 1 aanneemt, terwijl ^ voor x = a 
gelijk aan is, dezelfde functie is, als die, welke de vergelijking 

(2) <P(x) — - l <r(y)zmp(x — y)<p(y)dy = co8 P (x — a) 

9 J* 

bevredigt. Maar afgezien van deze enkele gevallen, werden vergelijkingen 
als (1) en (2), die tegenwoordig den naam van integraalvergelijkingen 
dragen, langen tijd niet bestudeerd, totdat de oplossing van de problemen 
van Dirichlet en Neumann van de oplossing eener integraalvergelijking 
afhankelijk werd gemaakt. 

Zij namelijk gevraagd, eene functie van #, y en z te vinden, die binnen 
een gesloten oppervlak <r aan de vergelijking van Laplace voldoet en 
aan het oppervlak o* zekere voorgeschreven waarden aanneemt (probleem 
van Dirichlet). 

De potentiaaltheorie leert, dat eene functie van den vorm 



V(M) = /,(P)^ P 



aan de vergelijking van Laplace voldoet. 

Hierin is M het punt, waar men de potentiaal beschouwt, P een punt 
behoorende bij het oppervlakteelement efcp, ty de hoek, dien PM maakt 
met de in P naar binnen getrokken normaal, terwijl r gelijk is aan MP; 
p (P) is eene functie van P op het oppervlak, welke dus zoo gekozen 
moet worden, dat de potentiaal op het oppervlak de gegeven waarden 
aanneemt. De potentiaaltheorie leert verder, dat wanneer het punt M 
het oppervlak <r van den binnenkant nadert, de potentiaal aan de betrekking 

V (+) (M) = 2 rp (M) + ƒ p (P) C -^t d* r 

voldoet. 

Aangezien nu V+ (M) als functie van M gegeven is, krijgt men dus, 
als men deze functie door f(M) aanduidt, de vergelijking 



ƒ, (M) = 2 *, (M) + ƒ , (P) 22!* <fr P 



als voorwaarde voor de te bepalen functie p(P); waaruit men ziet, dat 
p (P) oplossing van eene integraalvergelijking is. 

De integraalvergelijkingen, waartoe men op deze wijze komt, zijn in 
het geval het probleem eendimensionaal is, van den vorm 



1) Ltouthlk'8 J. deel 4 (1839) blz. 283. 
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(3) <p (x) - J\ (*, y)<P(y)dy = f (*), 

waarin K(#, y), f(x\ a en b bekend zijn. Eene dergelijke vergelijking, 
waarin ook inplaats van b vaak x staat, is door Hilbert eene integraal- 
vergelijking van de tweede soort genoemd, terwijl hij aan eene verge- 
lijking van den vorm 

$(s) = J a K(a;,y)0(y)rfy 

den naam van integraalvergelijking der eerste soort heeft gegeven. 

Vergelijking (1) is er eene van de eerste, vergelijking (2) van de tweede 
soort. De oplossingsmethoden, die Liouville en Neumakn van (3) gegeven 
hebben zijn dezelfde; zij verkregen reeksen, die al of niet kunnen conver- 
geeren, zoodat in het laatste geval geene oplossing werd verkregen; voor de 
convergentie mag n.1. K (#, y) (a § x § 6, a <| y § b) niet te groot worden. 
Staat in (3) echter x voor 6, dan is de verkregen reeks steeds conver- 
gent; dit geval werd vooral door Volterra op eigen wijze onderzocht. 
Voert men op voorbeeld van Poincaré *) in (3) een parameter A in, 
zoodat 

(4) $(*)-* j h a K{x,y)<p{y)dy = f{x) 

de vergelijking wordt, dan zal men voor voldoend kleine waarden van 
A in het geval verkeeren, dat de genoemde reeks convergeert. Poincaré 
toonde aan, dat de oplossing van (4), die natuurlijk van x afhangt, het 
quotiënt van twee in het geheele complexe vlak convergente macht- 
reeksen in A is. Maar aangezien de noemer voor zekere waarden van 
A nul kan worden, zal de machtreeksontwikkeling der oplossing zelve 
alleen convergent zijn in een cirkel met den oorsprong tot middelpunt 
en gaande door dien wortel des noemers, die de kleinste absolute waarde 
heeft. Is deze wortel kleiner dan 1, dan kan dus de reeksontwikkeling 
niet convergeeren voor A = 1 ; daar nu Liouville's en Neumakn's 'reeks 
uit deze ontstaan door A = l te stellen, wordt het duidelijk dat hunne 
methode slechts in bijzonder gunstige gevallen bruikbaar is. 

Het is I. Predholm 2 ) aan wien het in 1900 gelukte de oplossing 
als het quotiënt van twee bestendig convergente machtreeksen te vinden; 
hij maakte hierbij gebruik van de ook reeds door Volterra 3 ) gebezigde 



1) Sar les équations de la physique malhématique. Rend. del circolo matheraatico di Palermo. 
t. 8 (1894). La methode de Neumahn et Ie problème de Dirichlkt. Acta math. DL 20 (1896— 1897). 

2) Sur une non veile methode ponr la résolution du problème de Dirichlet. Öfoertigi af 
Kongl. Vetetttkape Akademien* Förhandlingar, band 67 (1900) blz. 89. 

Een omvangrijker verhandeling, getiteld „Sar une cla&se d'equations fonctionnelles", verscheen 
in 1903 in do Acta Mathematica, deel 27 blz. 365. 

8) V. Voltebea.. Sul la inversione degli integrali definiti. Atti della reale Ace. delle Scienzc 
di Torino van 12 Januari, 8 Maart, 26 April 1896; blz. 311, 400, 567, 693. 

V. Volteera. Rendiconli della reale Accademia dei Lincei. (Ie Sem. 1896 blz. 177 en 289). 

Eene samenvatting dezer zes verhandelingen is verschenen in de Annali de Matematica, 2e 
Serie band 25, 1897, blz. 168, onder den titel „Sopra alcuni questioni di inversione di integrali definiti". 
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methode der oneindig vele veranderlijken, die het transcendente probleem, 
eene integraalvergelijking op te lossen, terugbrengt tot de oplossing van 
een algebraïsch vraagstuk en een daarop volgenden grensovergang. 

Hilbert heeft daarna het vraagstuk in zes achtereenvolgende mede- 
deelingen in de Göttinger Nachrichten besproken *). 

In de eerste dier mededeelingen past hij de methode der oneindig 
vele veranderlijken consequent toe. De gewichtigste in die verhandeling 
medegedeelde resultaten hebben betrekking op de ontwikkelbaarheid van 
functies in reeksen van door de kern K (ff, y) gedefinieerde functies, en 
op het bestaan van waarden van A, waarvoor de noemer van Pbedholm's 
oplossing nul wordt. 

Voor symmetrische kernen bewijst Hilbert, dat er steeds eene zoo- 
danige waarde is. 

De tweede, derde, zesde en een deel der vijfde verhandeling van 
Hilbert zijn aan toepassingen gewijd. In het andere deel der vijfde wordt 
de integraalvergelijking opgelost op eene wijze, die wel de meest conse- 
quente toepassing van de methode der oneindig vele veranderlijken mag 
genoemd worden. Hilbert laat daarin n.1. zien, hoe de geheele theorie 
uiterst eenvoudig kan worden afgeleid uit de theorie der kwadratische 
vormen van oneindig vele veranderlijken, eene theorie, die hij in de vierde 
verhandeling tot dat doel heeft ontwikkeld. Het is deze methode, die 
in dit proefschrift hoofdzakelijk zal besproken worden. 

Na in het eerste hoofdstuk een kort overzicht gegeven te hebben 
van de beide door Hilbert gebezigde methoden (eerste en vijfde mede- 
deeling), leiden wij in het tweede en derde die eigenschappen van kwa- 
dratische vormen van oneindig vele veranderlijken af, die voor Hilbert'b 
tweede methode noodig zijn. Deze zelf wordt dan in het vierde hoofdstuk 
ontwikkeld. Met een vijfde hoofdstuk, dat ter illustratie het systeem van 
orthogonale functies van eenige kernen bevat, eindigt dit proefschrift. 

Ten slotte wil ik hier nog de aandacht vestigen op eene verhandeling 
van E. Smidt, getiteld:- „Entwickelung willkürlicher Funktionen nach 
Systemen vorgeschriebener", verschenen in de Math. Annalen band 63 
(1905). Deze verhandeling is bijzonder geschikt, wanneer men zich zonder 
veel moeite op de hoogte wil stellen van de voornaamste resultaten uit 
de theorie der integraalvergelijkingen. 



1) Hilbert, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, Göttinger 
Nachrichten, math. phys. klasse 1904—1908, band I— VI. 
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§ 1. Overzicht Tan de methode, door Hilbert in zijne eerste 
verhandeling gebezigd. 

Onder eene vergelijking van Fredholm verstaat men eene vergelijking 
van de volgende gedaante: 

(1) f (s) -*(«)- A jf K (*, <P (0 dt. 

Hierin zijn f (s) en K (s, t) twee gegeven continue functies in het interval 
(0, 1), A is een willekeurige parameter; gevraagd wordt eene functie <p(s) te 
vinden, die aan betrekking (1) voldoet. De functie K (s, t), die men den kern 
van de integraalvergelijking noemt, zal ik, hoewel dit niet noodzakelijk is, 
van den beginne symmetrisch onderstellen. Het zal den lezer, uit den aard 
der afleidingen, van zelve duidelijk worden, welke eigenschappen hare 
geldigheid niet verliezen, wanneer K (s, t) asymmetrisch is. Ook dient nog 
te worden opgemerkt, dat het interval (0,1) vervangen mag worden door 
elk eindig interval (a, 6), waarin f(s) en K(s, t) continu zijn. De keuze 
van het interval (0, 1) heeft alleen het voordeel, dat de notaties wat 
eenvoudiger uitvallen. 

Om van integraalvergelijking (1) op een stelsel van algebraïsche ver- 
gelijkingen te komen, verdeele men het interval (0,1) door middel van de 
punten 

1 2 n — l 



n' n' ' n 



in n gelijke deelen en vervange men de integraal 

f K(8,t)(p(t)dt . 
bij benadering door de som 

Vergelijking (1) gaat dan over in de vergelijking 

®™=*<»>-^->G)+4.IMI)+-"-W«.;>©l' 

die voor n = oo wederom in vergelijking (1) verandert. 
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Als men wil uitdrukken, dat aan (2) moet worden voldaan in de punten 
1 2 n— 1 n 



dan komt men tot de vergelijkingen 

A = <fc-£(K u 0,+ +Ki„<M, 

tl 



(3) 



h = <pi--(Kn<Pi+ +K*<M, 

n 



waarin 



fn = (pn-'(K nl <p l + +Knn<Pu), 

71 

K„ = K(|, |), (p,? = l,2, , n) 

<J>,-«$(|) en ƒ,= ƒ(£) (p = l,2, ,«) 



18. 



De oplossingen <pj van de vergelijkingen (3) zijn rationeele breuken 
met den gemeenschappelijken noemer 



d 



©- 



1 — -Kn — - K w 

tl tl 

Kji 1 Km 

n n 



7% 

— -K 8 . 

Tl 



— - K«i — - K„9 
ti n 



i^ii. 



zoodat men Qi op doelmatige wijze als volgt kan schrijven 

(4) *•" M' ( *" 1 ' 2 ' ,n) 

waarin de teller deze beteekenis heeft, dat men de i* kolom in den 
determinant d(-) vervangen moet door 

Ai A» i U* 

De vergelijkingen (4), die men voor (pi, (fo, , <p« vindt, 

laten zich samenvatten in de betrekking 

d \n) d [n) d \n) 

welke identiek in #i, a*, . • . • , x n gelden moet. 
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Voert men voor het eerste lid van (5) de verkorte notatie (#, <J>) in 
en bedenkt men, dat het tweede lid op het teeken na gelijk is aan den 
determinant 

X\ X} x n 



<• ;)= 



fi 1 
ft 



- Kn — - Kii 
ft ft 

• - K^i 1 — - K23 
u n 






f. -^K., 
n 



n 






dan gaat identiteit (5) over in 

Stelt men ter bekorting algemeen 

Ky,»K f iyi + K fi ys + + **.?,, 

dan is dus bewezen, dat de vergelijkingen 



(6) 

en de in x l , a? a , 
(7) 



/ , 8 = $8 — -K0 2 , 



fu = <Pn — Z K $» 

., #„ identieke vergelijking 



dezelfde betrekkingen tusschen /^ £, . . . ., ƒ„, en <p n <p a , .♦..,<$» uit- 
drukken. "Welke getallen dus <p n <pj, ...., $», # n a? a , . . . ., a?» mogen 
zijn, steeds zal (7) gelden, indien men zich hierin f n f 21 .•..,ƒ„ door 
(6) bepaald denkt; dat wil zeggen: voor alle waarden van <p,, (p 2 , ...., 

9») "^11 ^2) * * ' 'J *^* ^ 



of 






Voor $, , <p a , . • . ., Q n andere letters schrijvend, verkrijgt men de iden- 
tieke betrekking 

( 8 ) "©C *>+»(;. *)-;»& k,H- 
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Identiteit (8) nu is van zeer groot belang; voor n = <x> levert zij, 
na invoering van geschikte functies voor x en y, eene der meest funda- 
menteele formules uit de theorie der integraalvergelijkingen. 



Om tot deze betrekking te geraken, beginne men dl-) naar machten 



van - te ontwikkelen, aldus: 



'®-i-*iiK.+2; i ! 



ft! 2a 3 



3! 



U,*=i' 



Kh K# Ka 

K;'i K# ïLft 

K« Kjy K** 



2! 



i,i=i 



K« Ky 
+ ....+ (-!)■ A-I 



k-U' 



L l„ 



K,! 



K«, 



Voor n = oo gaat elk dezer termen over in eene integraal, waardoor 
men van zelf komt tot de beschouwing van de reeks 



»w-'-»jrift.** + ï;ri5£3ï&2 



dsi ds> 



~ 3! Jo Jo Jo 



K(«i,*i) K(si,8i) K(si,« 3 ) 



ds\ ds* <fe 8 + . . 



K(s 9 ,Si) K(« 3 ,8 2 ) K(s 2 ,s 8 ) 
K(s 3 ,«i) K(s 8 ,s*) K(s 3 ,s 3 ) 

Hilbert bewijst, dat dl-) voor oneindig toenemende n naar ï(A) con- 
vergeert, en wel uniform voor alle waarden van A, die beneden eene 
willekeurige eindige grens liggen. 

De ontwikkeling naar opklimmende machten van - van -D(-, ) 

convergeert, indien x(s) en y(s) in het interval (0,1) continue functies 
van s zijn, naar de bestendig convergeerende machtreeks 



^<;)-<)-»(>+4>- 



waarin 



<hu'--s: 



x (*i) x (a 2 ) x (s h ) 

y (si) K (s ï} 8^ K (si, s^ . . . K fa, * A ) 

y (**) K (sa, «O K (8*, si). . . K(8 A , s*) 



ds\ . • . cfe* 



is. Nu moet men nog nagaan, wat de derde term in identiteit (8) na 
deeling door n voor n = oo wordt. Deze term luidt dan 



n* u W Ky/ 
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of 

X 



h^> 



waarin 



is, hetgeen voor n = <x> overgaat in 

K(p,f) V (t)dt. 



I' 



/o 

Zonder verder op het detail in te gaan, ie de volgende afleiding 
begrijpelijk. 



lim'^oft, * )= limW*, K y \ 
*=*>n* \n' Ky/ n=X) n \n' — / 



= AJA(,,f)| 

= A Ha/a, !)) . y(t)e&. 

Wij keeren weer terug naar identiteit (8) of, wat op hetzelfde neer- 
komt, naar de vergelijking 

n W x '*' ' n \n' y/ n a \n' Ky/ 

Substitueert men hierin voor <r en y respectievelijk de functies x(s) en 
y (*) en gaat men tot de limiet over voor n = oo , dan is na het voor- 
gaande duidelijk, dat men tot de betrekking 

(9) 3(a) [ l x(8) V (8)d3 + AL *)-* f{ a(a, *)| y(0^=0 

komt. Deze formule is eene identiteit in A en geldt voor willekeurige 
functies x (s) en y (t) ; om nu tot de op blz. 4 aangekondigde betrekking 
te komen, neemt men voor x (r) de functie K (*, r) en voor y (r) de 
functie K (r, <), waardoor (9) in de vergelijking 

Ï(A) f K(*,r)K(r,<)dr + a(a, *\ -A f {a(a *)| . K(r,*)dr=0, 

y-K(r.0 J-K(,,r) 

overgaat, die door 

A(a;«,Q = a{a(a*)| — S(a)K(V) 

en K(«,t) ^^— 

te stellen, de volgende gedaante aanneemt: 
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(10) K (», t) = K (8, t) — A f K (8, r) K (r, <) dr. 
Ware men niet van formule (8), maar van de identiteit 

uitgegaan, dan had men op overeenkomstige wijze de volgende betrekking 

gevonden 

ri 

(11) K(*,*)=K(s,0 — * I K(s,r) K(r,*)<fc\ 

«/o 

Twee functies K(s, t) en K(s, f), die dé eigenschappen (10) en (11) be- 
zitten, noemt men reciproke functies. 

De nu volgende bewerking doet zien, dat de reciproke functie E (*, t) 
de oplossing levert van de integraalvergelijking 

(12) f(s) = (p(8) — l f K(s,t)<p(t)dt. 

Lost <p (s) werkelijk vergelijking (12) op, dan mag men schrijven 

(13) <p(T) = f(r) + >.£TS.(r } t)<p(t)dt. 

Vermenigvuldigt men beide leden van (13) met K(s, t) en integreert 
daarna naar r, dan krijgt men, in verband met de betrekkingen (10) en (11) 

[ l K&7)f(T)dr= rK(«,r)<J>(T)dr, 

zoodat men voor de oplossing van integraalvergelijking (12) 

(14) 0(s) = f 00 + A f l K&T) ƒ (r) dr 

vindt. 

Om nu, omgekeerd, aan te toonen, dat de verkregen vorm van <p (s) 
werkelijk de integraalvergelijking oplost, heeft men <P(s) slechts in (12) 
te substitueeren. Uit de betrekking 

= ? — T _ A(A; 8,1) 

K(M) ÏW~ 

kan men dus besluiten, dat voor die waarden van A, waarvoor 

is, de inhomogene integraalvergelijking ééne oplossing toelaat; vat men 
(14) als eene integraalvergelijking op, waarin f(s) bepaald moet worden, 
dan wordt deze vergelijking door (12) bevredigd, waaruit men eveneens tot 
de eenwaardigheid van de oplossing der inhomogene integraalvergelijking 
besluiten mag. 

Voor die waarden A<*> van A, waarvoor S(x) = is (hoofdwaarden, 
Eigenwerte; characteristic numbers; nombres fondamentaux, valeurs carac- 
téristiques, constantes caractéristiques), hebben de homogene vergelijkingen 



= $<*) (s) — A<*> f 1 K (s, <pM (t) dt 
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eene oplossing, die niet identiek nul is, een resultaat, dat men ook bij de 
algebraïsche vergelijkingen aantreft. Eenige belangrijke eigenschappen, 
welke Hilbert van deze functies <pW(s) bewijst, zal ik hier begrijpelijk 
maken. 

Deze eigenschappen leidt Hilbert af, door uit te gaan van de ver- 
gelijkingen 

O«0i--£(Ku0i + + Ku<p„), 

n 



(15) 



O = 0»-^(K,kJ), + + Ko.<J>.), 



= <p.-±(K*<p l + + £„„$„), 

tl 



die tot de homogene integraalvergelijking 

(15a) = cp(8) — x f K(*,Q$(Q<ft 

in eene zelfde betrekking staan, als de vergelijkingen (3) tot de inho- 
mogene integraalvergelijking (1). 

Weer komt men tot de eigenschappen van de oplossingen der homogene 
integraalvergelijking door een grensovergang en vindt aldus zekere be- 
trekkingen, waaraan die oplossingen voldoen. 

Ondertellen wij, dat K (*, t) symmetrisch is, dan heeft de vergelijking 



■e)- 



zeker n reëele wortels 

A<i>, A«, , *<"> 

en men weet, dat de vergelijkingen (15) voor die waarden van A eene 
oplossing toelaten. Duidt men het oplossingssysteem, behoorende bij A = A<*>, 
door 

<Pt=<Pi {k) , *i~fc», , <P» = W k > 

aan, dan bewijst men gemakkelijk de betrekkingen 

(16) $,«. (p t ^ + (p^K(p^ + + <W* ) .<W* ) = 0, (hy£k) 

en aangezien de <p ( *>'s op een constanten factor na bepaald zijn, kan 
men dezen zoo nemen, dat 

(17) <p 1 (*).cp 1 w + $ a w.(p a (*) + + <p.«.0.<*>=l 

wordt. De oplossingen van de algebraïsche vergelijkingen zijn dus ortho- 
gonaal en genormeerd. 

Gaat men nu, zonder er zich om te bekommeren, of dit geoorloofd is, 
in de betrekkingen (16) en (17) tot de limiet voorn = <x> over, dan komen 
de volgende belangrijke eigenschappen voor den dag: 
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P $« (*).$<*> (s) <fe = O , 
(18) J ° v Y 

In deze betrekkingen zijn dan <p ( *>(a) en $ ( *>($) respectievelijk de oplos- 
singen van de homogene integraalvergelijkingen 

= <p(s) — *<*> f l K(8,t)Ct>(t)dt 

= <p(s) — ti k > f K(8 1 t)(p(t)dt , 
waarin A.W en A ( *> twee verschillende wortels van de vergelijking 3 (a) = zijn. 

Van de oplossingen van eene homogene integraalvergelijking heeft 
Hilbert o. m. nog de belangrijke eigenschap bewezen, dat functies, die 
aan zekere voorwaarden voldoen, zich laten ontwikkelen in reeksen, waar- 
van de termen gevormd worden door karakteristieke functies, zooals ik 
oplossingen van eene homogene integraalvergelijking zal noemen (Eigen- 
funktionen ; fonctions fondamentales, fonctions caractéristiques; characteristic 
functions). 

Als uitgangspunt diene de betrekking 

* ' y— ju> (<px\ 00)) "*" ^ |C») (<£)(■), <p(«)) » 

waarin 

K#y = K Jl a? 1 y l + K 12 aj, y a + K 2I a^ + + K im & ll y IM 

(<P C * > .*) — <Pi w *i +<P« w «b+ <w*>*, 

(<£)(*), <£)<*)) szr^C*) <£),(*) + <pH ih) <Pn {h \ 

A(*) 

P*) = — 
ft 

is en waarin <$,<*>, <p a <*>, , Qj» en *«, A< 8 >, , A<*> dezelfde 

beteekenis hebben als op blz. 7. 

In betrekking (19) substitueert men x(s) voor a: en y (s) voor y, zoodat dus 



*'=*© en *-'(5) 



wordt; daarna deelt men beide leden door n 8 en gaat, in de onderstelling, 
dat grensovergang geoorloofd is, tot de limiet over voor n = oo ; verge- 
lijking (19) wordt dan 



(20) £ JT'k (s, t) x («) y (o <& <a = Ij jf V' 00 * («)'<*> jf V" (») y (») * 
+ 3^5 jfV 2) («)*(«)* jfV (*)y(8)* + 
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Voert men in de laatste betrekking eenige geschikte substituties uit, dan 
verkrijgt men de gewenschte reeksontwikkeling. 
Vooreerst neme men 

y(0-K(r,0, 
waardoor (20) overgaat in 

(21) ƒ 1 f K (s, t) K (r, x («) ds d* = ^ ƒ V 1} (*) * (*) * ƒ V> (*) K (r, s) ds 

+ 3 ^j[V ) W*(«)*j[V ) (»)K(r,8)*+ 

Verder stelle men 

f ir) = P Tk («, K (r, *) x (s) ds dt; 

in verband met de betrekking 

(22) 0C*> (*) = A<*> f 1 K («, t) <pfi» (0 d* 
is dan 

f l f(r)<p»(r)dr= C C C K(s,t)K(r,t)x(s)<P*(r)dsdtdr 

Jo a/0 a/0 ./o 

=^jr i jf i K(s,o<p<* ) (o*(*)*^ 

Vergelijking (21) neemt daardoor de gedaante 

nr)~£m<tP>{»)* ±£<pV{8)K(r, 8 )d8 + 

+ £ f(8)V»(8)d8± r) £<pV{8)K(r,8)d8+ 

aan, of, weer volgens (22), 

(23) f {r) = <V* (r) f ƒ(») <?»(«) * + 0» (r) P ƒ(«) <p<»> (s) ds + 

Jo «/o 

Li woorden: eene functie ƒ(*), die zich in den vorm 

(24) f(8)=( l [ l K(r,t)K(8,t)h(r)drdt 

a/0 JO 

laat schrijven, waarin A(r) eene continue functie van r is, is in eene 
reeks te ontwikkelen, waarvan de termen, op gelijke wijze als in de reeks 
van Poueibb, gevormd worden door de karakteristieke functies van den 
kern E («, t) ; derhalve is 

f(8) = c l <pV(8) + c*<pM(8) + 

De reeks convergeert bovendien absoluut en uniform. 

De voorwaarde (24), waaraan eene functie voldoen moet, opdat de 
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ontwikkelbaarheid te verwachten is, heeft Schmdt 1 ) weten te vervangen 
door de lichtere voorwaarde, dat f (a) te schrijven moet zijn in de gedaante 

/O 

waarin p (t) eene willekeurige continue functie beteekent. 

Hiermede stap ik van Hilbert's eerste verhandeling af, om er niet meer 
op terug te komen. Ik heb ze alleen besproken met de bedoeling den lezer 
reeds vooraf met de methode der oneindig vele veranderlijken bekend 
te maken. 

§ 2. Overzicht van de methode, door Hilbert in zijne vijfde 
verhandeling gebezigd. 

Uit het overzicht in de vorige paragraaf gegeven, blijkt duidelijk het 
verband, dat er bestaat tusschen de vergelijkingen 



f(8) = <p(8)-lf l K(8,t)Cp(t)dt, 

= <p(s) — *[ K(s,t)<p(t)dt 

Jo 



en een zeker systeem van oneindig vele lineaire vergelijkingen (zie (3, 
blz. 2) en (15, blz. 7)). De formules (18, blz. 8) leeren ons bv., dat 
zekere eigenschappen van de oplossingen der lineaire vergelijkingen (15) 
tot overeenkomstige eigenschappen van de karakteristieke functies leiden. 
Nog duidelijker komt dit verband aan het licht, bij de oplossingsmethode der 
5e verhandeling. Ook van deze methode zal ik hier een overzicht geven; 
het weglaten van de details en de bewijzen der gebruikte stellingen, zal 
den lezer het volgen van den gedachtengang vergemakkelijken. 

Om verband te krijgen tusschen de integraalvergelijking en de lineaire 
vergelijkingen met oneindig vele onbekenden, diene een systeem van 
oneindig vele continue functies 

*i (*)» *a (*)> » 

die in het interval (a, b) 

Ie orthogonaal en genormeerd zijn, d. i. aan de betrekkingen 

f'(* p (8)) 2 d8=l 

voldoen ; 

2e een volledig systeem vormen ; d. i. voor elk paar continue functies 
u (s) en v (s) geldt de betrekking 

I u (s) v (s) ds = I u (s) 4>, (s) ds I v (s) 4> t (s) ds + 

J» Ja Ja 

+J u(s)* 2 (s)ds J v(8)<t> 2 (s)ds+ 

1) £. Schmidt, Math. Ann. 68 (1907). 
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Hen noemt zulk een systeem van functies een volledig systeem van ortho- 
gonale functies voor het interval (a, b). 
De integralen 



f «W*iW*i f «W*iW*i 



die ik kortweg door Wi, ««, zal aanduiden, heeten de Fouriersche 

coëfficiënten van de functie u(s) met betrekking tot het volledige, ortho- 

gonale stelsel *, (*), * a (*), 

Tengevolge van deze notatie gaat betrekking (2) over in 



(3) 



I u (s) v (s) ds = u l v l +u 1 v 2 + 



Dat men inderdaad zulk een systeem van functies 4> t (*), 4> 2 (a), . 
kan verkrijgen, zal ik naderhand aantoonen. 

Zij ditmaal gegeven de integraalvergelijking zonder parameter 



(4) 



f(s) = <p(s)+f*K(s,t)<p(t)dt, 



waarin de verschillende functies de bekende rol vervullen, dan geraakt 
men tot het stelsel algebraïsche vergelijkingen, die de oplossing van (4) 
zullen leveren, door de volgende grootheden te definieeren: 



h " = jf Jf K ( *' l) * f W * f ( ° * * ' 



en met deze grootheden als coëfficiënten de vergelijkingen 

(1 + k n )x x + k l2 x 2 + = f, , 

*n *i + (1 + K2) *i + = f 2 y 

(5) fc 31 x t + k Z2 x i + (l+ k 2Z )x z + . . . = f 3 , 



te vormen, waarin 

is. 

Laten a^ = « t , 3^ = * a , .... de oplossingen dezer oneindig vele ver- 
gelijkingen zijn, dan zal ik aantoonen, dat de functie 

(6) <H»)-m-9(*h 

waarin 

( 7 ) 9(8) = * l k i (s) + * 2 k 2 (s) + 

en 



k q (s)=f K(s,t)<P q (f)dt 



is, aan integraalvergelijking (4) voldoet. 

Substitueer te dien einde (6) in (4); het gevolg dezer substitutie is, 
dat men de betrekking 

(8) 9(s)=[ k K(s 1 t)\f(t)-g(t)\dt 

moet bewijzen. 



Digitized by 



Google 



12 

Stelt men in (3) 

W (0 = K(M) en v(t) = f(t)-g(t), 
zoodat men 

" K (», { f (t) - g (t)\ dt = fc, («) (ƒ, - 9l ) + k 2 (a) (ƒ, -gj + , 



X* 



yerkrijgt, dan gaat de te bewijzen betrekking (8) over in 

9 («) = *i (») (/i— fc ) + *»(«)(/» -fc) + 

of wegens de definitie van g («) in 

*iM«) + * a M«) + = M«)(/i— *) + *i (»)(/« — fc) + 

Deze betrekking geldt, daar 

*t=ft — 9r 
is, omdat wegens (7) 

9p = ƒ *, 00 J7 («) <& = j[ '♦, (*) (*, *, (») + «, M«) + ) 

= * t k pi + a 2 Jcpz + * z kp 2 + 

is. 

In geval vergelijking 

(4) f(s) = <p{8)+£K(s,t)<P(t)dt 

geene oplossing heeft, vindt men de oplossing der homogene integraal- 
vergelijking door de overeenkomstige lineaire vergelijkingen te be- 
schouwen; dit zijn dan de vergelijkingen (5), waarin 

f\ = /a == f, s — === ^ 

is. 

Zoo deze homogene vergelijkingen eene oplossing hebben, kunnen er 
nog wel waarden van f gevonden worden, waarvoor de vergelijkingen (5) 
oplosbaar zijn. Wij zullen later zien (Hoofdstuk IV, § 1), dat de aard en het 
aantal der voorwaarden, waaraan in dat geval /i, f % , moeten vol- 
doen, overeenstemmen met den aard en het aantal voorwaarden, waaraan 
f{s) in vergelijking (4) moet voldoen, opdat deze vergelijking eene op- 
lossing toelate in het geval, dat de homogene integraalvergelijking 

= <p(8)+f k K(8 } t)(p(t)dt 
oplosbaar is. 

Ik zal nu dit overzicht besluiten met eene korte bespreking van de 
homogene integraalvergelijking 

(9) = <p (s) — A f K (s, <p (0 ett, 

waarin E ($, t) bepaaldelijk symmetrisch ondersteld wordt. 

Als uitgangspunt diene weer het volledige orthogonale systeem 4>, (*), 

4> a («), , waarmee men, evenals in de vorige paragraaf, de volgende 

grootheden vormt: 
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(10) k„ = jTjf K (», o *, (*) *, (O ds <a, 

Daar E (a, f) symmetrisch is, is bovendien 

Het zijn vooral de eigenschappen van den quadratischen vorm 

00 

die tot zeer belangrijke uitkomsten voor de theorie der integraalvergelij- 
kingen leiden. Zoo kan men bewijzen, dat er een oneindig systeem van 
lineaire vormen 

L i ( x ) — l n x i + *12 x i + > 

L 1 (x) = l 2l x l + l 11 x 1 + , 

te vinden is, dat de eigenschap bezit, dat E (x) als volgt is uit te drukken 
in eene som van kwadraten dezer lineaire vormen: 

(11) K (*)-«, (l, (*))' + «, (L| (*))* + 

Deze lineaire vormen zijn bovendien orthogonaal (en genormeerd): 

r = l 

en 

00 
r = l 

In het kort schrijft men deze eigenschappen als volgt: 

(12) MO MO -O, (p^q) 

MOMO-L 
De eigenschappen (11) en (12) gecombineerd leiden direkt tot de formule 

03) E(s,.)M0 = *,M*)> 

waarin E (#, •) L, (•) beteekent : vervang elke x r in L, (#), waarin r loopt 

van 1 tot oo, door den coëfficiënt van x r in K(x). 

Wanneer men de coëfficiënten van x q in de beide leden van gelijkheid 

(13) met elkander vergelijkt, vindt men 

(14) Ipi k qi + l pl k qi + = K p l M . 

Wij hebben nu de noodige formules bij elkaar, om zekere functies 
op te bouwen, die eene belangrijke rol in de theorie vervullen; het zijn 
de functies, die men als volgt definieert: 
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(15) <M») = £ifr(*(»)) = £(k*,(«) + kM») + )• 

Allereerst merke men op, dat 

j\(s) *, (s) ds = I j\ (k (.)) 4», (s) ds = 

= ~ ypi *n + *w *?a + j 

en dus in verband met (14) gelijk aan l n is. 
Door nu in (3) 

U (s) = <p p (s) en v(s) = <p 9 (s) 

te nemen, krijgt men in verband met (12) de volgende betrekkingen 

(16) jr<M»)<Ms)<fe = J M z„ + W« + = M-)M-) = o 



en 



(17) JT(<JV (*))*<& = &+^ a + = L,(.)L,(.) = 1. 

De aldus gedefinieerde functies <p, (9), <p a (5), zijn dus orthogonaal 

en genormeerd; bovendien voldoen zij bij geschikte keuze van den para- 
meter A aan de homogene integraalvergelijking 

<J>(«) = A fK(s,t)(p(t)dt. 

Om dit in te zien, neme men in (3) 

«(0 = K(M), »(0 = <M0 
en t als integratieveranderlijke ; dan komt er 
r* 
K(s, 0^(0^ = &, («) l Pi + K(*) l n + 



1: 



of wegens (15) 

f*K(s 1 t)<p f (t)dt = x r <?>,(»)• 
Stelt men, wat gebruikelijk is, 



1 



dan geldt dus de betrekking 

<P P (8) = x p f*K(s,t)<p p (t)dt. 

De homogene integraalvergelijking (9) heeft dus voor A = A, eene 
oplossing $(s) = #,,($), die wegens (17) niet identiek nul kan zijn. 
Gaat men iets verder op deze theorie in, dan komt men tot de ont- 
wikkelbaarheid van willekeurige functies in eene reeks, die voortloopt 

naar de orthogonale functies (p % (*), Q 2 (s), ; hierop kom ik in 

hoofdstuk IV, § 2 terug. 
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Voldoende moge uit dit overzicht gebleken zijn, dat eene uitvoerige 
bespreking van de eigenschappen der lineaire en kwadratische vormen 
wordt vereischt, om de verschillende bewerkingen, die in de vorige para- 
grafen ter sprake zijn gekomen, te rechtvaardigen. 

Voor zoover dit de methode betreft, die in §2 behandeld is (5e ver- 
handeling van Hilbert), zal ik die theorie in de volgende bladzijden 
ontwikkelen. 

Hoofdstuk II bevat eene reeks van hulpstellingen, hoofdzakelijk over 
lineaire en quadratische vormen, die in de hoofdstukken III en IV toe- 
gepast zullen worden. 



Digitized by 



Google 



HOOFDSTUK II. 



§ 1. Theorie der lineaire, bilineaire en quadratische vormen 
yan oneindig vele veranderlijken. 

Bij de afleidingen *), die hier volgen zullen, wordt gebruik gemaakt 
van de twee volgende stellingen: 

I. Wanneer u t , u 2 , . . , u n en v x ,v 2 ,..,v u willekeurige grootheden zijn, 
dan geldt steeds de ongelijkheid 

(u,v) n 2 ^(u,u) n (v,v) n , 
waarin (u, v) H de verkorte schrijfwijze is voor u x v x + u 2 v 2 + . . . + UnV u . 

TL. Wanneer u x ,u 2 ,..,u n zekere grootheden zijn, die voor alle waarden 
van v i ,v 2 ,..,v n aan de ongelijkheid 

(1) |(u,i>)„|s;MVl^j, 

voldoen, waarin M een van n onafhankelijk positief getal is, dan is steeds 

(u,u) n £W. 
Het bewijs van de eerste stelling volgt direkt uit de beschouwing 
van den in A en p positief definieten quadratischen vorm 

2 ^u 9 + (iv f )\ 

Deze vorm is namelijk ook als volgt te schrijven 

A 1 (U, U) n + 2hfA (u, v) n + (i* (v, v) n . 
Het in A en ft positief definiet zijn van den laatsten vorm brengt de 
betrekking 

(u,v) n *£(u,u) u (v,v) n 

mee. Het bewijs van de tweede stelling vindt men door te bedenken, 
dat de betrekking (1) ook moet gelden voor v l =u l , v 2 = u 2 , . . • , w» = v n , 
zoodat men heeft 

of 

,(«,«).|M a . 

1) Bq het bewerken dezer paragraaf » behalve van Hilbebt's vierde verhandeling ook 
gebrnik gemaakt van het stuk van E. Hbllingeb en O. Toeplitz in de Math. Annalen, deel 69 
(1910), getiteld „Grundlagen fttr eine Theorie der unendlichen Matrizen". 
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De twee bewezen stellingen zullen in de eerste plaats dienen om de 
voorwaarden te vinden, waaronder lineaire en bilineaire vormen van on- 
eindig vele veranderlijken eonvergeeren. De eerste stelling van dien aard 
luidt als volgt: 

IQ. Is de lineaire vorm 

L (p) — h x i + h x + h x $ + • • • • 

begrensd,, d. *'., is er eene grootheid M zoo, dat voor alle waarden van n 

(2) | l l x l +l % x 1 + + l»x n \ gM/p. 

is, voor alle waarden van x, dan convergeert (l, l); en wanneer omgekeerd 
(l, l) convergeert, dan is L (x) begrensd. 

Uit (2) volgt namelijk in verband met II, dat 

is, hetgeen uitdrukt, dat (l, T) begrensd is, wat de convergentie van (l, T) 
insluit. Dat het omgekeerde van de stelling geldt, volgt in verband met 
I uit de ongelijkheid 

waarvoor men wegens de convergentie van (l, l) 

\hx i + + U|^M V{x,x) n 

mag schrijven. Deze laatste ongelijkheid drukt bij definitie uit, dat L (x) 
begrensd is, wat te bewijzen was. 

IV. Als L (x) begrensd is, convergeert L (x), d. w. z. bestaat lim L„ (x), 
indien lim (x, x) bestaat. *~" 5S 

Immers 

| InX» | +....+ | l* + m X n + m | è^li+---*+H + n Vxl +.... + Xl + m 

en voor lim n = oo eonvergeeren beide wortelvormen naar nul onaf- 
hankelijk van m. 
Daar dus 

\h*t\ + \h*%\+ 

convergeert, is de convergentie van L(x) absoluut. 

De verkregen resultaten zullen aangewend worden bij het onderzoek 
der lineaire en kwadratische vormen, waartoe ik nu zal overgaan. 

00 

V. Indien een kwadratische vorm A (x, x) = 2 a n x v x i &*7 r #w<* &, 

d. f., indien voor alle waarden van n en x 

| k«{x,x) | £M.(x,x) n 
is, is de bijbehoorende bilineaire vorm A (x, y) evenzeer begrensd, d. w. z. 
is | A. (x, y) | voor alle n gelijk aan of kleiner dan N V(x, x) n V(y, y) % 
en wel kan men N = M nemen. 

2 
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Immers uit 

K(x + y, x+y) = A n (z,x) + 2A*(x,y) + A m (y y y) 



en 



volgt 



&h (x — y,x — y) = A, (#, x) — 2 A, (x, y) + A, (y, y) 



| A.(rc,y) | gi | A*(x + y,x+y) \ + i \ k n (x — y,x-y) \ 
£iM\(x + y,x + y) n + (x — y,x — y)n\ 
g|M{(a;,a;). + (y,y).|. 
Voor 

(#, x) g 1 en (y, y) g 1 
is dus 

|A.(z,y)|gM; 
derhalve is voor alle x en y 



|A„(z,y)|êMV>,a).V7Jsy)., 
waarmee de stelling bewezen is. 
VI. Is 

00 

M*>y)= 2 a «^y, 

begrensd^ dan convergeert zoowel 

00 00 

en zullen dus 

00 00 

2 a **f en 2 a p*y* 

beide absoluut convergeeren, wanneer fax) en {y^y) respectievelijk be- 
grensd zijn. 

Om deze eigenschappen te bewijzen, stelt men in A(a?, y) 

Vx=y% = = y 9 -i = yi + i = = o 

en 

Aangezien A(#, y) begrensd is, heeft men dan 



2 a n x * 



^M/(aj,ic),; 



2 <fe Xp is dus begrensd, zoodat volgens III 2 a w convergeert ; vol- 

00 

gens IV convergeert 2 a n x p ze ^ absoluut. 
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Vil. Is A (a?, y) begrensd^ dan convergeeren 

00 00 00 00 

2 *v 2 a *y* en 2 y« 2 a **m 
,=i f =i *=i f =i 

nuften (#, a?) en (y,y) convergeeren. 
Daar 

»+» 00 

2 2 a *< x ty* 

uit A (a?, y) ontstaat, voor x x = = x % = en^ + - + i = = 0, 

is y indien A(a?, y) begrensd is, 

• + ■» 00 

2^2 ö «y« 
•=•+1 f =i 



gMK(y,y) /aj + i + + 4 + .. 



Deze som wordt dus onafhankelijk van m nul voor lim n = oo , indien 
(a?, x) convergeert; waarmee de juistheid dezer stelling is aangetoond. 

VUL Indien A (a?, y), (#, s) en (y, y) begrensd zijn^ is 

(, n m v 00 00 00 00 

2 2 a ***y«) = 2 2 <hi x ty<= 2 2 «**>?«• 
J>=1 fS l / |»=1 f = l fl = l p = l 



Want eenerzijds is 

«00 • m 

2 2 a «^yf- 2 2 a M x fVi 
p=\ f=i .=i f =i 



« oo 

2 2 a n x *y* 

f -lf=«+l 



gM/Mr y ; +1 + , 

waaruit volgt, dat men m zoo groot kiezen, dat onafhankelijk van n 



* 00 * • 

2 2 a n x fVt— 2 2 «w^y* 
p=i f =i .=i f=i 



<2 



is. Aan den anderen kant kan men wegens Vil n zoo groot nemen, dat 

00 00 



« oo 

2 2 a n x *y*— 2 2 a n x fy% 

J = l 9 = l P = l f = l 



<2 



wordt. Bijgevolg kan men, bij gegeven positieve £, m en n zoo groot 
kiezen, dat 



» a» 00 00 

2 2"**^ — 2 2 a w^y« 
,=i f =i .=i *=i 



<* 



en dus 



wordt. 



00 00 



lim (2 2 a * x 9y*)= 2 2 «w^y* 

».« = • \ f -i f = l / ,«1 f = l 
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Stelt men 

<» « 

Aft(*,y)= 2 2 «w<%yM 

dan wordt in het bijzonder 

00 00 

Hm A.(s,y) = 2 2 «W^ft- 
*=» * = i * = i 

Daar men eveneens kan bewijzen, dat 

00 00 

lim A«0r,y)= 2 2 a n x *y* 
« = oo f = i #s= i 

is, geldt de betrekking. 

00 00 00 00 

2 2 a w*pyf=2 X a «^r 

» = 1 f = l f = l »=1 

De drie gelijke limieten worden door A(#, y) aangeduid. 

IX. JZyn A (re, y) en B (#, y) Juw begrensde bilineaire vormen^ dan 
convergeert 

00 

c *= 2 <v 6 i 

r=l 

twor a/Ze p ew y. 

Deze eigenschap is een onmiddellijk gevolg van VI en IY. De bili- 
neaire vorm 

00 

c(*,y)= 2 «Vi^y* 

heet de samenstelling van A en B. 
Men schrijft 

C(s,y) = AGr,.)B(.,y). 

X. Indien A (#, y) begrensd is, convergeert voor elke waarde van n de reeks 

2 (2 ««*>)*• 

Daar, indien A(a?, y) begrensd is, 

» » 

2 2 «w^yf 
p=i *=i 

absoluut kleiner dan M^^/^y),, is, is de in y lineaire vorm 

2 2 a * x p)y* 

begrensd en absoluut g M V(x, x) n V{i/, y) n . 
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Volgens Dl convergeert dus 

00 y • 



2 f 2 a «^y 



en is wegens II g !£*(#,#)„. 

XI, Zyn A(rr,y) en B(rr, y) begrensd^ dan is ooAr C(#, y) begrensd. 
"Wegens IX en I is namelijk 

»=1 v f = i / \ f== i / 

^ k 2(2 «^^) •2(2 »-t y f ) 



n m 




2 2 <™^y* 


= 


=i «=i 





en dus wegens X 



2 2****^ 



g MN^,^). ^(y,y)-' 



waarin M en N de grenzen van A (#, y) en B (rr, y) voor (#, a?) g 1 en 
(y, y) g 1 zijn ; C (#, y) is dus begrensd. 

XII. De samenstelling C (x, y), gevormd uit de bilineaire vormen A (rr, y) 
en B(x } y), foa* ;rfcA afe twty* schrijven: 

c(*,y) = | (f^y'Yi v*A 

Uit het feit, dat C (x y) begrensd is, volgt namelijk 

C(*,y) = f ^(|y,c M )= f*J Sfcff «*.».,) |. 

Wat tusschen j | staat is B(a?, y), waarin x* door a^ is vervangen; vol- 
gens Vul mag men daarvoor dus ook 

00 ,00 



2 <*p* ( 2 J -«yf) 



schrijven, zoodat 



c(*,y)= 2*,j 2«*(2*«.y«)| 



wordt. Dit is A (<r, y), waarin 2 &«« y* voor y« genomen is, en men mag 
er dus volgens VIII 

00/00 x , 00 



2 (2*^0 (2 «*<«**) 
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of ook 



00 



W / UU v / \AJ v 

voor schrijven. 
XHL Ook ü 

m m ,00 v 

C(a?,y) = limC»(:r,y)==lim 2 2 *i»yf(2 a /« ft «f) = 

= lim lim LA^Or, .)»B ll (.,y) [. 

In deze betrekking heeft het laatste lid de volgende beteekenis: men 
vormt de samenstelling van A» (x, y) en B M (a, y) en in deze samenstelling 
neemt men x m + i, s» + *, . . . , x n en y« + i, y,» + 2, . . . , y» gelijk aan nul. 
In den aldus verkregen vorm gaat men ten slotte tot den limiet over 
voor n = oo en daarna voor m = oo. Na hetgeen vooraf gegaan is, behoeft 
stelling XIII geen bewijs. 

Heeft men drie begrensde bilineaire vormen A (#, y), B (#, y) en 
C (#, y), dan kan men eerst A (#, y) met B (#, y) samenstellen ; aangezien 
de vorm, dien men verkrijgt, weer begrensd is, kan men daarna dezen 
vorm met C(a?, y) samenstellen, welke bewerkingen men aldus aangeeft: 

{A(s,.)B(.,*)|C(*,y). 

Yormt men eerst de samenstelling van B(a?, y) met C(x, y) en stelt 
men daarna den verkregen vorm met A (#, y) samen, zoo geeft men deze 
bewerking in overeenstemming met bovenstaande notatie als volgt aan: 

A(*,.) |B(.,*)C(*,y)}. 

In de volgende stelling zal aangetoond worden, dat beide uitdrukkingen 
aan elkaar gelijk zijn. 

XIV. Zijn A (x, y), B (rr, y) en C (x, y) drie begrensde bilineaire vor- 
men, dan is 

00 

2 a f* 1>*fi Cfig 
«,0 = 1 

de vorm B(#, y), waarin #* door a^ en y^ door c^ is vervangen. De 
vorm convergeert dus volgens VI en VIII en kan mitsdien zoowel door 

00 , 00 v 00 , 00 v 

2 V ( 2 *«0 c ft) a ^ 8 door 2 c to{ 2 a j«^) worden voorgesteld. 

De beide laatste uitdrukkingen stellen achtereenvolgens de coëfficiën- 
ten van x p y q in 

A(x,-) |B(.,«) C(»,y)( en |A(x,.) B (.,»)} C(»,y) 

voor, zoodat deze vormen gelijk zijn en men dus de accoladen mag weg- 
laten; derhalve mag men schrijven 
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00 ,00 



A(*,-) B(.,*)C(*,y)=2 (S <*■** <*)***#• 

Uit de wijze, waarop in IX de samenstelling van twee bilineaire vor- 
men A (a?, y) en B (a?, y) is gedefinieerd, ziet men duidelijk, dat voor 
het geval A (x, y) en B (x, y) niet uit een oneindig aantal termen bestaan, 
deze bewerking hier op neer komt, dat men y r in A (x 1 y) door den 
coëfficiënt van x r in B(a>, y) vervangt; in stelling XV zal ik aantoonen, 
dat deze eigenschap door gaat voor bilineaire vormen met oneindig vele 
veranderlijken, mits deze vormen begrensd zijn. 



00 



XV. Vervangt men in den begrensden vorm B (a?, y) = 2 ^ x * Vfi 



«0 = i 



alle x* door 2 <b* x n waarin de a^s bij een begrensden vorm A(a?, y) 

behooren, dan convergeert het resultaat, daar 2 ( 2 ^ *v ) blijkens 

« = i \, = i / 

XTT convergent is. 

Volgens Vul mag men er dus ook 



00 / 00 \ / 00 v 

2(2 v^) (2 h «yfi\ 



voor schrijven, hetgeen volgens XII A (x, •) B(«,y) is; dus A (#, •) 



00 



B(-, y) is B(#, y), waarin #« door 2 ^^ i fl vervangen of ook 



co 



A (a?, y), waarin men y* door 2 ^** y« vervangen heeft. 

Evenzoo is A(rr, •) B(«,*) C(«, y) niets dan A(a?, •) B(«,y), waarin 

00 00 

yp door 2 c fr y* is vervangen, d. i. dus B (#, y), waarin x m door 2 o^ a?, 

00 

en tevens yp door 2 c fry* vervangen is. 



XVL .4Z het voorgetande geldt ook voor begrensde kwadratische vormen. 

Want volgens V is de bijbehoorende bilineaire vorm ook begrensd; 
voor deze gelden alle stellingen en men verkrijgt daaruit de overeen- 
komstige stellingen voor den kwadratischen vorm door overal y = x te 
stellen. 

Is A (<c, y) begrensd, dan schrijve men A (a?, •) A (•, y) = A A (a?, y) = 
= A a (a?, y), A A a (a;, y) = A A A (a?, y) = A 3 (rr, y), enz. ; evenzoo voor 
kwadratische vormen. Men heeft nu de volgende eigenschap: 
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XVII. Is A (a?, x) definiet, d. i. heeft voor alle x de vorm A (s, x) het- 
zelfde teeken, dan is dit ook met A 8 (#, a?), A 5 fo *)> *•*• ^ $tet>aZ. 

00 

Immers A 3 (s, #) is volgens XV A (x } x) } waarin a?« door 2 a^ x f 
is vervangen ; evenzoo is A s (#, x) gelijk aan A 3 (x, x), waarin x* door 

00 

2 a^a?!» vervangen is, enz. 

f»=i 

00 

XYJUUL. Indien 2 a n convergeert, dan is de bilineaire vorm A(#, y) 
begrensd. 

00 00 

Aangezien namelijk 2 ^ convergeert, is ook 2 ^ convergent 

en volgens HE en IV dus ook de lineaire vorm 2 a j* ut 5 men heeft voorts 

« = i 
volgens I zoowel 



(S <v.y*) a g( 2 «»)<**). 



2 «v 2"*** 
,=i ,=i 



als 

*vifr&*viëttV r 2 <*n 

waaruit volgt, dat A (rr, y) begrensd is en voor (o?, x) = 1 en (y, y) = 1 
gelijk of kleiner is dan y 2 a w. 

Definitie. Zij o M een systeem. van constanten zoo, dat 

00 00 00 00 

2 J* = 1 > 2 <y<v = o, 2 °U = h % 0^0^ = 0. 

I> = 1 r=l * = 1 r=l 

00 

De bilineaire vorm O (#, y) = 2 °i* *> y« heet dan orthogonaal. 

Zooals later blijken zal, . vervullen deze orthogonale bilineaire vormen 
eene belangrijke rol in deze theorie. 

Eenige eigenschappen der orthogonale bilineaire vormen zal ik nu 
afleiden. 

XIX. Een orthogonale bilineaire vorm is begrensd. 
Deze eigenschap toont men als volgt aan: 

" "00 00» oo / «v 2 

2 y\= 2 y*yr 2 <w<v= 2 2 °«<vyfyr = 2 ( 2 °*y<) 
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en dus 



Wegens I is dus zeker 



2 (i *«y*)'ê(y,y).. 



o.foy) 



2 x p{ 2 °«y0 
^=1 x «=i ' 



^ v iy,y)n ^Jx^)n 



zoodat 0(a?, y) begrensd is. 

Noemt men den vorm A (#, y), die ontstaat, door in een bilineairen 
vorm A(#, y) overal a n door a qp te vervangen, den getransponeerden 
vorm van A(s,y), dan is __ 

A(a?, .) A(-, y) 

00 

volgens XV A (xj y), waarin y* door 2 <*q* y* * 8 vervangen, d. i. door den 

coëfficiënt van x m in A (y, #). Bit drukt men doelmatig uit, door te schrijven 

A (*, •) A (., y) = A (x •) A (y, .) = A (., #) A (., y). 

Een orthogonale bilineaire vorm bezit nu de volgende eigenschap: 

XX. 0(s,.)0(y, .) = <>(*,.) Ö(.,y) = (s,y). 

Yolgens XII is 

0{x, .)Ö(.,s)= | (| 0p .x p ) ( | o qtt y\ 

In verband met de orthogonaliteitseigenschappen der coëfficiënten o n mag 
men hiervoor (x,y) schrijven; in het bijzonder wordt 

00 ,00 



2 f 2 °f x f) = (*>*)• 



Wanneer men in de redeneering O (x } y) door O (a?, y) vervangt, vindt 
men eveneens 

00 .00 



2 ( 2 °f x f) = (*>*)• 



Definitie. Is o m een orthogonaal systeem van coëfficiënten, dan 
noemt men 

00 \ 00 

#1=2 °U x 'i 1 #1=2 °#* ** 

» l en oo 

X 2 — 2i °*t X 9 I ^2=2 °& *V 

«=1 I f=l 



twee orthogonale substituties. In de eerste is het convergeeren van (a/, a/), 
in de tweede, dat van (x,x) ondersteld. Uit "*TE volgt, dat dan ook in 
de eerste substitutie (a?, x) en in de tweede (o/, xf) convergeert. 
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XXI. Beide substituties zijn eikaars omgekeerde. 
Uit de eerste substitutie volgt bijv.: 

00 00 00 

2 o pr x p = 2 2 °v°n x 'v 

Het tweede lid van de laatste vergelijking is 0(-,y) 0(«,a? / ), ge- 
schreven in den vorm 



00 * 00 v * 00 v 

2 2 vyr) ( 2°«*'«) 



(zie XX), en waarin y r = 1 en de overige y's nul genomen zijn, Doet 
men dit echter in 0(-y) O (.,x') = (y, a/) dan komt er s'r- 

XXH. Eene orthogonale substitutie is op te vatten als eene samenstel- 
ling met den vorm O (ar, y). 

Uit het voorgaande betoog ziet men reeds, dat men eene orthogonale 
substitutie ook op kan vatten als eene samenstelling met den vorm 
O (se, y). Ten overvloede moge dit nog blijken, door .den lineairen vorm 
L (x) samen te stellen met O (x, y). Aangezien men L (x) als een bijzon- 
der geval van een bilineairen vorm kan opvatten, is, volgens XV, L(«) 

00 

0(«,a/) eenvoudig L (a?), waarin x p door 2 °n x \ * 8 vervangen, d. i. 

* = i 
L(#), waarin de orthogonale substitutie 

00 

^p== 2 °n x t 

is uitgevoerd; dit schrijven wij L'(a/), dus 

I/(a/) = L(.) 0(.,a/). 
Evenzoo volgt uit XV, dat 

A'( a /,yO = 0(., a /) A(.,t)0(t,yO 
is. 

Aan de hand van deze laatste betrekking is men in staat, eene hoogst 
belangrijke eigenschap af te leiden. 

XXIII. De samenstelling van twee begrensde bilineaire vormen is bij 
orthogonale transformatie covariant. 

Zijn A (#, y) en B (o?, y) de twee bilineaire vormen en C (<r, y) hunne 
samenstelling, zoodat men dus heeft 

C(s,y) = A(s,.) B(.,y), 
en stelt men de vormen A' (#', y') en B' (a/, y') (welke vormen overeen- 
komstig XXII niets anders zijn, dan de bilineaire vormen, die men ver- 
krijgt, door op A(a?, y) en B(a?, y) eene orthogonale substitutie uit te 
voeren) samen, dan is weer volgens XXII 
A' &, •) B' (., y') = O (., *0 A (., .) O (., •) O (f, •) B (f, x) C (x, y'). 
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Volgens XX ia 

0(v)0(t, •) = (*,!), 
dus 

A'(*V) B'(.,y0 = O(.,a/) A(.,f) B(f,x) 0(x,y') 
= O(., a /)C(.,x)O(x,y0 

De te bewijzen stelling leest men gemakkelijk af uit de vergelijking 

A'( a /,.)B'(.,yO = C / (a/,yO; 
deze toch leert ons, dat de getransformeerde vorm C' (a/, y') uit k! (a/, y') 
en B' (a/, y') juist zoo gevormd is, als C (x 1 y) uit A (a?, y) en B (a?, y), 
namelijk door samenstelling. 

Alvorens tot de afleiding van eene reeks van stellingen van anderen aard 
over te gaan, wil ik nog eene eigenschap der begrensde lineaire vormen 
bewijzen. Zooals in hoofdstuk IV blijken zal, komen in de toepassingen 

dikwijls begrensde lineaire vormen voor, waarin de grootheden #,, a? a , 

functies van eene veranderlijke £ zijn; voor zulke vormen geldt de 
volgende stelling. 

XXIV. Stelt men in den begrensden lineairen vorm 

lt(x) = l l x l +l t x 2 + l i x 9 + 

voor a?„a? 9 , . < de functies x x (f), a^(£), met de 

eigenschap 

*. 2 (?) + **'(?) + ^M 

dan convergeert de reeks 

L(s(?)) = Z I s 1 (0 + W£) + 

uniform en absoluut in ?. 

Het bewijs dezer stelling verkrijgt men gemakkelijk, door van de 
ongelijkheid 

| luXuiï) | + | l + i * +1 (g)l+ . . |l + «* + «(£) IS 

g vu + e+. VxïW+ *2+»(?) 

uit te gaan. 

Omdat (/, l) convergeert en (a?, x) g M is, kan men onafhankelijk 
van w, bij voldoend groote waarde van n, het rechter lid en dus ook het 
linker lid van de ongelijkheid kleiner krijgen, dan eene vooraf gegeven 
grootheid e en dit onafhankelijk van de waarde van £. De reeks L (#(£)) 
convergeert dus uniform en absoluut in £; absoluut, omdat de reeks der 

moduli convergeert. Uit het bewijs is bovendien duidelijk, data? n x 2 , 

functies mogen zijn van meerdere veranderlijken f , , £ 2 , , welke zelfs 

oneindig in aantal kunnen zijn; ook behoeven die functies niet continu 
te zijn, indien maar 

V (*) + **■(*) + éM 

18. 
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§ 2. Continuïteit yan lineaire, bilineaire en kwadratische vormen. 

Naast het opsporen yan de voorwaarden, waaraan een lineaire of 
bilineaire vorm moet voldoen, opdat zij convergeere, is het onderzoek 
naar de voorwaarden, welke voor de continuïteit van die vormen ver- 
eischt worden, van gewicht. Aangezien wij hier te doen hebben met 
functies van oneindig vele veranderlijken, dient men eerst scherp vast 
te stellen, wat men onder de continuïteit van zulk een. vorm verstaat. 

Definitie. Eene functie F (#,,#„ ) heet voor het stel 

waarden x u x iy continu, indien ¥(x l +* n #a + £ 2» ) 

naar F (#,,#„ ) convergeert, zoodra e t * + *j* + 

00 

naar nul convergeert en steeds 2 ( x t + **)* = * * 8 * 

Deze definitie strookt geheel met die, welke men geeft voor functies 
van een eindig aantal veranderlijken. 

Bij eene functie van een eindig aantal veranderlijken kan zich het 
geval voordoen, dat zij in een punt discontinu is, terwijl het verloop van 
de functie toch continu is, wanneer de veranderlijken op bijzondere wijze 

y 

naar dat punt convergeeren. Als voorbeeld moge dienen de functie sin -, 

welke voor # = 0, y = de waarde nul moge hebben; deze functie is 
blijkbaar in dit punt discontinu, terwijl zij een continu verloop heeft, 
wanneer de veranderlijken x en y zóó naar nul convergeeren, dat steeds 

y j 

?- = k7r is. 
x 

Bij functies van oneindig vele veranderlijken, kunnen zich dergelijke 
gevallen natuurlijk in veel grootere verscheidenheid voordoen; het is ook 
duidelijk, dat functies van oneindig vele veranderlijken, welke continu 
zijn in den zin van de laatste definitie, zeker nog discontinu kunnen 
zijn, wanneer men de «'s op andere wijze naar nul laat naderen, dan in 
die definitie wordt geëischt. Functies nu, welke de eigenschap bezitten, 

dat steeds Ffo + *,, x 2 + e ti ) naar F(a?,, x 3J ) 

convergeert, hoe men de f's ook naar nul laat convergeeren noemt men 
volkomen continu. 

De volkomen continuïteit legt aan eene functie een zwaarderen eisch 
op dan de gewone continuïteit, want al convergeeren alle *'s naar nul, 

GO 

dan behoeft 2 e p n °g n * et gelijktijdig naar nul te convergeeren. Is 

P =i 
bijvoorbeeld 

Vn 
h = — - « 

V(n+p)(n+p — l) 

dan is 

lim € p = 
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voor alle waarden van p. Maar 

00 °° n °° / 1 1\1 

,?i £ ' == ,?i(«+i>)(»+i'-l) =:n ,?iV»+i'-l _ ^+P/ U 'n = 1 



zoodat 



00 



lim 2 4 = 1 

en niet gelijk aan nul is. Eene functie, die voor x x = x 1 = . . . = 
continu is behoeft dus niet aan de voorwaarde te voldoen, dat 

lim F (*„*„...) = 

• =00 

is, als men voor de i's bovenstaande neemt ; wel moet dit het geval zijn, 
als F volkomen continu is. 

Na deze bepalingen gegeven te hebben, kan ik overgaan tot de be- 
spreking van eenige stellingen, die betrekking hebben op de continuïteit 
van lineaire en bilineaire vormen van oneindig vele veranderlijken. 

XXV. Een begrensde lineaire vorm is continu. 

Het gestelde volgt onmiddellijk uit de volgende betrekking: 

| L(* + 0-L(s) | = | L(«) | èVWÏj V^7). 

XXVI. Ook een begrensde bilineaire vorm is continu. 
Want 

| A(x + *,y + J)_A(*,y) | g | A(*,3) | + | A(i,*) | + | A(*,y) | = 

00 v 00 v 00 y 00 

q=l \p=l / f = l \ fa =l / 

zoodat dus volgens I 

A (x + *, y + 3) — A (#, y) 



te 




00 






2 


h 


S 


a M 


*, 


*=i 




«=i 







-, / oo oo / oo Ta 



+ 



*■ f °° I öö / oo x a 



+ ï/(l,l)/(»,ï) 



18. 



Blijkens XTT convergeeren de beide sommen 2 ( 2 a M x p) en 

2 ( 2 a nVA als zl J nde A(#, •) A(:r, •) en A(.,y) A(.,y) (zie ook 
,=i \, = i / 

XX), zoodat dus het linker lid en daarmee ook het rechter lid van 

bovenstaande ongelijkheid nul wordt voor lim (*, é) = lim(ï, J)=0. 

XXVII. Een begrensde lineaire vorm is volkomen continu. 
Men kan dit als volgt bewijzen: 
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| L(x + *) — L(x) | = | L(£) | g | l k s t + ... + l m e n \ + | l+i«.+i + 1 

g | l l e l + ... + l n € n \+V£+i + ....Vel+i + .... 

Bij het convergeeren der afzonderlijke e's naar nul, doorloopen 

x i + *i 5 x i + *»i waarden a^ 1 *, a^, . . . . , a^, a**>, • . . . , . . . . , die 

naar #j , a; 2 , convergeeren, j 

In elk geval is 

*l = \{*p + h) — x f\ % = ( x P + h) t + A — * x r( x p + *p\ 
en dus 

voor (a;, a;) g 1 en (a; + *, x + f)gl. 

Bijgevolg wordt 

|L (* + *) — L(a?)| g | /,*,+. ... + fc«.| +2Kr. + i+ 

Nu kan men eerst n zoo groot nemen, dat 

»^6+i + <\ 

wordt, en daarna e , , . . . . , f» zoo dicht bij nul, dat 

I Ji«i + + t«.|<2 

wordt. Dan wordt 

|L(a? + — L(a?)|<ï 
en dit bewijst de stelling. 

Een begrensde bilineaire of kwadratische vorm behoeft niet volkomen 
continu te zijn; dit ziet men gemakkelijk aan den vorm 

x i Vx + x i Vi + x * y% 

Hierbij reduceert zich A (x + *, y + J) — A (a, y) tot 
* i *i + *i \ + ** *s 

Deze som convergeert niet naar nul, wanneer men de *'s en de S's 
op willekeurige wijze tot nul laat naderen. 

XXVIII. Een bilineaire of kwadratische vorm is slechts dan volkomen 

continu, als hij het voor x t =x % = = 0, y t = y 2 = = is. 

Men heeft namelijk 

A(s + ff,y + 3) — A(a?,y) = A(f,y) + A(a?,J) + A(*,3). 

Is nu A (#, y) voor de waarden x n x 2 , , y n y^ volkomen 

continu, dan convergeert dus 

A(*,y) + A(a;,S) + A(5,*) 
naar nul, indien alle * en X naar nul convergeeren. De eerste twee ter- 
men doen het echter als begrensde lineaire vormen (zie XTT) in e en J, 
zoodat dus 

lim A (f, 3) = 

laO,M 
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is. Is de bilineaire vorm niet volkomen continu, dan bewijst men op 
geheel dezelfde manier, dat hij het ook niet is voor x x = x t = .... = 0, 
y l =y 1 = ....0. 

Het is van belang na te gaan, hoe het gesteld is met de continuïteit 
van de samenstelling van twee bilineaire vormen. 

XXIX. Is A(ff, y) volkomen continu, dan is het ook A(ff, •) A(«,y). 

00 

Immers, blijkens XY is dit A (ff, y), waarin x m door 2 a *« ** vervangen 
is; convergeeren nu alle x f en y t naar nul, dan convergeeren blijkens VI 

00 

en XXVII alle 2 a f«^V naar nu ^ en < ^ us v °lg ei18 bet onderstelde ook 

A (ar, •) A (•, y), hetgeen volgens XXVIII meebrengt, dat A (ff, •) A (•, y) 
volkomen continu is. Evenzoo is A (ff, •) B (•, y) volkomen continu, indien 
A(ff, y) en B(ff, y) het zijn. 

XXX. I* A (a:, y) volkomen continu en B (ff, y) willekeurig, maar steeds 

|B(*,y)|g|A(*,y)|, 
dan « ooi B(ff, y) volkomen continu. 

Want convergeeren alle x en y naar nul, dan convergeert A(ff, y) 
naar nul en moet ook B(ff, y) dat doen, wat insluit, dat ook B(ff, y) 
volkomen continu is. 

XXXI. Is A (ff, y) volkomen continu en B (ff, y) begrensd, dan is 
A(ff, •) B(«,y) volkomen continu. 

Volgens XII heeft men nl. de volgende betrekkingen 

A(*,.)B(.,y)= | (|<V*/) (l^y,) 

A(«,-)A(v)= S f 1 v*,y 

B(-,y)B(.,y)= | ( | i^y.Y. 

Wegens I is dus 

I A(as, •) B(.,y) | g V {A(*, •) A(a>, •)} |B(.,y) B(.,y)j. 

Van de twee factoren in het rechter lid van de laatste ongelijkheid 
is B(.,y) B(-,y) begrensd en A(ff, •) A (ff, •) = A(ff, •) A(*,ff) con- 
vergeert voor Hm x = lim y = O naar nul, wegens XXIX, daar, indien 
A(ff, y) volkomen continu is, natuurlijk ook A(ff, y) het is. Wegens 
XXVIII is dus de stelling bewezen. 

XXXII. De volkomen continuïteit van A(ff, •) A(y, •) sluit die van 
A(ff,y) in. 
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In verband met XX vm volgt de juistheid dezer stelling uit het feit, 
dat wegens XII A (x, y) absoluut kleiner is dan of hoogstens gelijk is 
aan A(s, •) A(y, •)• 

XXXm. Al het bovenstaande kan men evenzoo voor kwadratische 
vormen bewijzen. Maar men kan dit ook doen, door op te merken, dat 
indien K{x,x) volkomen continu is, ook K{x,y) het is. Dit volgt in 
verband met XXVIII uit de in V voorkomende ongelijkheid 

I ±n(*,y) I è i I M* + y) + ^nix-y) | , 

die de ongelijkheid 

I A,(^y) | £\ | A(* + y) + A(s-y) | 
meebrengt. 

Ik zal deze reeks stellingen besluiten met van de kwadratische vor- 
men nog eenige eigenschappen af te leiden, betrekking hebbende op 
hunne continuïteit. 

XXXIY. Is A"(#, x) volkomen continu, dan is dit ook het geval met 
A (#, x). 

Voor de beteekenis van A*(:r, x) zie men XVI. 

Om deze stelling te bewijzen, onderstelle men, dat 2" de kleinste 
macht van 2 is, die niet kleiner dan n is, dan volgt door XXXT 2 — n 
keer toe te passen, dat A* M (#, x) volkomen continu is en hieruit, dat 
A 9 "" 1 (a?, a?), A 2 *~ 9 (a:, x) enz. en ten slotte A (#, x) volkomen continu is. 

00 

XXXV. Is in een kwadratischen vorm A (#, x) de som 2 a U <^ wer ' 

gent, dan is A.(x,x) volkomen continu. 
Volgens XXI weet men, dat 

|A(*,*)|g]/^f «*, 

is. 

Evenzoo zal 



\A(x,x)-K(x,x)\ gj/" I 



a n 



zijn, waarbij in 



00 

p en q niet beide £ n zijn. Daar echter 

lim f «« = ° 

** aeD P>9 = * 

is, kan men n zóó groot nemen, dat 
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| A (*,*) — M*>*)l<2 
wordt, en daarna de o-en zoo klein, dat 

IM*,*)I<2 
wordt. Dan kan men schrijven 

| A(a?,s) | g \±(x J x) — k n fax)\ + | K(x,x) | <ï, 
zoodat voor Hm x = ook 

Hm A (#, #) = 
wordt. Volgens XXVULt is &(x,x) dus volkomen continu. 

XXXVL Is A(;r, x) definiet en is 

00 

convergent, dan is A(<r,#) fwffowtén continu. 
Want daar A(#, a?) definiet is, is 



en is dus 



a k ^ a fP a n 



(wegens I), zoodat 

convergeert, waaruit wegens XXXV het gestelde volgt. 

Na deze stellingen, die op de continuïteit van kwadratische, lineaire 
en bilineaire vormen betrekking hadden, bewezen te hebben, zal ik dit 
hoofdstuk besluiten met de bespreking van eenige stellingen, die op de 
volkomen continuïteit van functies van oo veel veranderlijken in 't alge- 
meen betrekking hebben. 

§ 3. De volkomen continuïteit vau functies Tan oneindig 
yele veranderlijken. 

XXXVII. Is eene volkomen continue functie begrensd, dan heeft zij een 
maximum en een minimum. 

De oneindig vele waarden, die F kan aannemen, zijn aUe grooter 
dan een getal m en kleiner dan een getal M; en wel kan men m zoo 
groot en M zoo klein nemen, dat ieder getal grooter dan m ook grooter 
en ieder getal kleiner dan M ook kleiner dan een of meer waarden van 
F is. Als dus F eene grootste waarde aanneemt, moet die waarde nood- 
zakelijk M zijn; er moet slechts bewezen worden, dat M inderdaad be- 
reikt wordt, hetgeen, zooals blijken zal, uit de continuïteit volgt. Men 

3 
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heeft natuurlijk alleen het geval te beschouwen, dat M een ophoopings- 
punt is; anders is M van zelf het maximum der functiewaarden. Er 
moet dus aangetoond worden, dat het ophoopingspunt M zelf eene functie- 
waarde is, m. a. w., dat de verzameling afgesloten is. 

Bewijs der stelling. 

Uit de verzameling van functiewaarden kan men eene rij F-waarden 
kiezen die naar M convergeeren ; duiden wij deze rij aan door 
W\ F< 2 >, 

Bij eiken term van deze rij behoort een systeem «-waarden. 

Laten bij F (1) de waarden 

behooren; bij F< 2 > 

*. w , *.», 

In het algemeen behoore bij F^> het stelsel waarden 

*, w , *i w , 

Om het overzicht en de redeneering gemakkelijk te maken, vatte men 
dit als volgt samen: 

ar,«, x^\ *,w, behooren bij F™ 

*,«, *,">, *,<*>, , „ F<»> 

*,<», xf\ xj», , , F» 

x^>, 'x[v,'x\w, 7.7 .'.'.' ","",' F» 
In eene verticale rij van «-waarden bevindt zich zeker een ophoo- 
pingspunt «, ; licht nu uit de eerste verticale rij van «-waarden eene 
onderrij die convergent is; dit geeft natuurlijk eene onderrij in de rij 

iw, F< 2 >, F< 3 >, ; 

déze onderrij zal ook naar M convergeeren, omdat eene onderrij uit eene 
convergente rij wederom convergeert. 

De eerste onderrij, die men aldus uit de eerste verticale «-rij ver- 
kregen heeft, geve men als volgt aan: 

Xl a.*) 

(1) ^o.» 

limiet x l 

Met deze onderrij komt eene onderrij overeen in de verticale rij van de 
« 2 's; deze onderrij geve men in overeenstemming met de onderrij uit de 
«,'s aldus aan: 

a/i. D 

(2) zjt'*> 
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De onderrij in de verticale rij der a^'s wordt dus aangegeven door 



(3) 






In 't algemeen zullen de onderrijen uit de a^'s, x z 'b enz. niet convergeeren. 
Licht nu uit de rij (2) ook eene convergente onderrij, die men als 
volgt aanduide: 



limiet x 1 

Dit levert weer overeenkomstige onderrijen in de overige verticale 
a>rijen en natuurlijk ook in de serie (1); deze onderrij is echter weer con- 
vergent, aangezien de oorspronkelijke reeks zelf convergeert. Wij hebben 
nu dus het volgende schema: 

X&M XJ*>V XJW . . PAD 

«,<*.*> <&/*'*> xf*>v . . F 2 * 2 ) 

F< 2 » 3 ) 



^<M> 



x^ 



xj*>» 
z 3 < 2 > 3 > 



limiet x x limiet x 1 limiet M 

De # 3 's convergeeren nu nog niet; licht ook uit deze serie eene 
onderrij die convergeert, namelijk 



tf 3 (8,D 



limiet x z 
Zoodoende komt men ten slotte tot het volgende schema: 



x x W 



Xjp.1) 



xp>v 
xj*>» 



limiet x f 






(p,i) 



<M) 



% + ï 



(F. 3) 



FCp 1 ) 

F(f,S) 

F<* 3 ) 



limiet M 



limiet x x limiet x t 

Kies nu 

x 9 ^\ x p Q**\ , xj**\ ^+ 1 »"+ 1 >, 

dit is eene convergente rij van getallen met x p tot limiet, want Xp^+^p+v 
wil zeggen de (p + l) e term van de ayreeks, nadat de # p + i -reeks con- 
vergent gemaakt is, dus a: f (*+ 1 »J+ 1 > is een term van eene convergente 
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onderlij uit de oorspronkelijke ay-reeks. Men ziet dus, dat 
x p <*>'\ a^(M-i.f+D f ^ + 8 lP+ 8) 5 

eene onderrij is van de convergente rij 

x p W, *,<*»>, x,<*>*\ 

en wel geldt dit voor alle p. 
Ten slotte krijgt men dus 



*,(!.!) 


a^ai) 


. V 1 - 1 * 


X f+1 V-» . 


F 1 » *> 


*,»«> 


a^*» 


. */•*> 


z t+ï «>*) . 


F<M 


Xl V.*> 


■r,<M> 


. V 3 - 8 ) 


Xf + lW . 


F(3,8) 


• 


• 4 


• • 


• • 


• • 


• 


• t 


• • 


• • 


• « 



limiet x x limiet x 2 



limiet a? f limiet s,+i limiet M 



Aangezien de rij van F- waarden naar M convergeert, en alle a-waar- 
den respectievelijk naar de limieten x x , x 2 , . . . . convergeeren, wordt, in 
verband met de volkomen continuïteit der functie, de waarde M inderdaad 
door haar bereikt, wanneer men aan de veranderlijken de waarden 
x x , iCj , geeft. 

Opmerking: Stellen L, (#), L a (#), , L„ (#) w volkomen con- 
tinue functies van de veranderlijken x x , a^ , .... voor en laat men alleen 
die waardesystemen toe, die aan de voorwaarden voldoen, dat zij de ver- 
gelijkingen L, (x) = 0, Lj (x) = 0, . . . , L* (a?) = bevredigen, dan bezit 
F eveneens een maximum. De redeneering blijft geheel dezelfde; alleen 
ontbreken er waarden in de verzameling der waarden van F. 

XXXVIIL Is eene functie F der oneindig vele veranderlijken #,, a? a , a? 8 ,«... 
voor alle waarden van x, waarvoor 

is } volkomen continu, dan convergeert het maximum van l ) 

|F(*)-F.(*)| 
voor toenemende waarden van n naar nul. 

Stel namelijk, dat dit niet het geval was, dan moesten voor oneindig 
vele waarden van n de maxima van 

|F(*)-F„(*)| 
boven een van nul verschillend positief getal liggen. In dat geval zijn 
er dus oneindig vele waardesystemen 

VSV\ , 

waarvoor 

|F(a<»>) — F.(aW)|>|> (p>0) 

is. Men kan nu (zie het bewijs van de vorige stelling) uit die oneindige 
rij van waardesystemen eene zoodanige lichten, dat 



1) F„(*) it F(*), waarin * B+1 *. jf B+> « «OU. 
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üm «,<"*> = 6„ lim o, <"*> = o„ 



wordt Aangezien de functie volkomen continu is ondersteld, is 

(4) limP(aC*)) = P(6). 

A&SCD 

Kiest men nu waardesystemen <£■*> zoo, dat 

c^*) = «(•*> voor ^? g n* 

<£*) = „ i>>n A 
is, dan heeft men 

\imcf*> = b„ \\mcf*> = bv 

en dus ook 

(5) Urn F (cf*>) = lim F.^a™) = F (6). 

Volgens (4) heeft men, te beginnen bij eene bepaalde waarde van n A , 

|F(*)-F(o^)|<J 

en volgens (5) heeft men, te beginnen bij eene bepaalde waarde van n k , 

|P. 4 («r»))_F(6)|<i, 

zoodat men dus de volgende ongelijkheid kan opschrijven: 

| F(&)-F(a™)-F(i)+F.><**>) | <f 
of 

(6) |F(aC*))-F n (aC*>)|<é. 

De onderstelling, dat er oneindig vele waardesystemen a^ n \ aj*\ 

zouden zijn, waarvoor de ongelijkheid 

(7) * | F (<*») - F„ (o(->) \>p (p>0) 

zoude gelden, is dus daarom onjuist, omdat men uit die waardesystemen 

a i c *\ a j c *\ eene wri 6 ^ ee f* kunnen kiezen, die (6) bevredigt, 

hetgeen met (7) strijdt. 

XXXIX. Is F eene volkomen continue functie der oneindig vele ver- 

anderlijken x u a? a , , dan convergeert ¥ n (x) voor lim n = oo 

uniform in alle x-en naar F(#). 

Deze stelling kan men, in verband met de hierboven afgeleide eigen- 
schap, als volgt bewijzen. 

Steeds is 

|F(*)-F„(»)|É|F„(a)|; 

hierin stellen #, = <*,, x i = a i , .... de waarden voor, waarvoor 

|F(*)-F„(*)| 
maximum is; men weet nu uit de vorige stelling, dat men n zóó groot 
kan nemen, dat het tweede lid van bovenstaande ongelijkheid kleiner 
dan eene vooraf gegeven positieve grootheid e wordt; dan wordt dus 
voor alle waarden der a>en, waarvoor (a?, #) g 1 is, 
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38 
|F(*)-F„(*)|<«, 



XXXX. Is A (ar, y) een volkomen continue bilineaire vorm, dan convergeert 

A n (.,a) K(-,y) 
bij toenemende n uniform in de oc-en en y's ((x,x) g 1, (y, y) g 1) naar 
A(.,x) A(.,a). 

Daar A(a?, y) volkomen continu is, is A(«,a?) A(*, y) dat wegens 
XXXT ook, daar 

A(.,x) A(.,y)= A(a;, .) A(.,y) 

is. Bijgevolg kan men n zóó groot kiezen, dat voor alle x en y 
((#, y) g 1, (y, y) g 1) volgens de vorige stelling 

|A(.,ar) A(.,y)-[A (.,*)(., y)].\<\t 
wordt. Andererzij ds kan men n zoo groot kiezen, dat 

n 00 

[A(.,*) A(.,y)]„ — A*('>*) A,(.,y) = 2>p& 2 a ^^n 
absoluut genomen, kleiner dan j e wordt. Want 

* GO 00 • * \ / * v 

2*^ 2^s = S 2s% 2^?» » (!) 

en volgens I is het kwadraat hiervan kleiner dan 

Elk dezer twee factoren kan men echter kleiner dan \ e maken voor 
alle x en y, die aan (a;, x) g 1 en (y, y) g 1 voldoen. Immers 

00/00 v 



2 (2°^^) i 



bijvoorbeeld, is 

00 .00 



2 (S^f**) =(A-,ir)A(.,a:) — [A(.,a?)A .,«)]„, 

=n+lV=l / 

waarin ^ +1 = ^„ +2 =«*« = is genomen en dit is, zooals reeds opge- 
merkt is, voor voldoend groote n kleiner dan { f. Voor die en grootere 
n wordt zoo 

| A(.,s) A(.,y)-A.(.,y) I ^ I A(.,*)A(.,y)-[A(.,*)A(.,^ | + 

+ I [A(-,*)A(.,y)L — M.,a)M.,y) I <*> 
hetgeen te bewijzen was. 

XXXT. is F (a?! , x 1 , . . .) e«ne volkomen continue functie der verander- 
lijken x n # 2 , ... en zijn x x (?),# 2 (£), . . . volkomen continue functies van 
?i » ? 2 ? • • • (eindig of oneindig in aantal)^ dan is 

F(*«(£W£) ) 
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39 
in elk gebied der $'« ( (£, £) g 1), waarin 

(*,(£) )» + (^(?)) a + ....gi 

«, «ene volkomen continue functie der ?'$. 

Convergeeren £/, ?/, . • . • nl. naar f, , ? 2 , . . . . , dan convergeeren 
ook a;, (f 7 ), #j (f 7 ), . . . . naar o?, (f), a? a (5), .... en mitsdien zal F (x t (£'), 
x i (?0> • • •) naar Ê 1 (^i (?)? x i (f)i • • •) convergeeren. 

Hiermede zijn alle hulpstellingen afgeleid, wier kennis voor de ont- 
wikkelingen in de volgende hoofdstukken noodig is. Ik wil alleen nog 
opmerken, dat eenige der stellingen, die op de lineaire, bilineairo en 
kwadratische vormen betrekking hebben, in het volgende geene toepas- 
sing zullen vinden en slechts volledigheidshalve vermeld zijn. 
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HOOFDSTUK III. 



§ 1. Orthogonale transformatie van Tolkomen continue 
kwadratische vormen. 

In dit hoofdstuk zullen drie stellingen bewezen worden, welke in het 
eerste hoofdstuk zonder bewijs aangenomen zijn. De eerste stelling leert, 
dat een kwadratische vorm 

00 

IV. \X) = £j *H &p %q • • • • \kpq == *^qp) 
p,q = l 

onder zekere nog nader te bepalen voorwaarden te schrijven is als eene 
som van kwadraten van lineaire vormen; de tweede, dat een systeem 
van oneindig vele vergelijkingen met oneindig vele onbekenden, ook 
onder zekere voorwaarden, eene oplossing toelaat, en de derde, dat het 
mogelijk is een volledig systeem van orthogonale functies te vinden. 

De eerste stelling zal ik echter niet direkt in haar meest algemeenen 
vorm bewijzen, doch eerst voor een kwadratischen vorm met de eigen- 
schap, dat de samenstelling van den bij dien kwadratischen vorm behoo- 
renden bilineairen vorm met zichzelf weer den bilineairen vorm oplevert. 
Zulk een vorm zullen wij elementair noemen. Hilbert noemt zulk een 
vorm een 'Einzelform'. Is E (#, y) een elementaire vorm, dan is dus 
(1) E(s, •) E(.,y) = ECr,y). 

Hij is blijkens XTT positief definiet. 

Een eenvoudig voorbeeld van een elementairen kwadratischen vorm is 

V + x* + 

De lineaire vormen, als de som van wier kwadraten een elementaire 
kwadratische vorm kan worden geschreven, vormen een orthogonaal 
systeem; hieronder verstaat men een stelsel van lineaire vormen 

L i ( x ) = l \\ x \+ l n x i + 

L 2 (x) = l lx x x + l 21 x 2 + 

met de eigenschap, dat 

r = l 

en voor q y£ p 

r = 1 

is. De stelling, die ik zal afleiden, luidt nu: 
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00 

Een elementaire kwadratische vorm E(a?)= 2 e n x P x t ** te schrijven 

als eene som van kwadraten van lineaire vormen van een orthogonaal 
systeem. Omgekeerd stelt de som van de kwadraten van lineaire vormen van 
een orthogonaal systeem een kwadratischen vorm voor, met eigenschap (1). 
Bewijs, Stelt men 

1 °° 

L i( aJ )=ÏT= 2 «ti*f 
v e lt j = i 

dan wordt 

J 00 00 J 00 

(2) L,(.)Efa 0=17= 2 *i 2««p^=t7 = 2*i«*« = M*)> 
want men moet bedenken, dat wegens (1) de gelijkheid 

GO 

2j e fr e rq = e pq 

r = l 

geldt. 

De lineaire vorm Lj (x) bezit de eigenschap, dat 

(3) L 1 (.)L 1 (-)=1 
is, want wegens (1) heeft men 

MOM-)--!-!*"-? 1 —!. 

Met den oorspronkelijken kwadratischen vorm E (o?) en den lineairen 
vorm L A (x) vormt men den nieuwen kwadratischen vorm 

(4«) E,(ft) = E(ft)-V(*), 

of, wat op hetzelfde neerkomt, den bilineairen vorm 
(4b) E, (ft, y) = E (*, y) - L, (ft) L, (y). 

Door E! (o?, y) met L, (x) en ook met zich zelf samen te stellen, vindt 
men, in verband met de voorgaande betrekkingen, de volgende vergelijkingen 
(5) L l (.)E l (x,.)^L l (x)-L l (x) = 0, 

E, (*, •) E, (., y) = {E (s, .) - L, (*) L, (.)| |B (., y) - L, (•) L (y)} 

= E(x,y)-L l (o:)L 1 (y) = E 1 (a ? ,y), 
E, (#) is dus een elementaire kwadratische vormen dus positief definiet. 

Uit de manier waarop E, (x) gedefinieerd is, blijkt bovendien, dat in 
E t (x) de term x x * ontbreekt. Geheel op dezelfde wijze als E 4 (x) vormt 
men den kwadratischen vorm 

E a (ft) = E l (ft)-L 1 »(*) = E(ft)-V(*)-V(^ 
waarin 

1 °° 

VéT ^' 

v e lt p= i 

gesteld is en e x M de coëfficiënt van x, y q in E t (a?, y) voorstelt. 

Van dezen vorm E a (x) laat zich wederom gemakkelijk bewijzen, dat 
E a (ay)E a (.,y) = E,(*,y) 
is. Ej (x) is dus positief definiet ; uit de gedaante van E 2 (x) is bovendien 



L 1 (a:) = - 7 =2«w^ 
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duidelijk, dat de termen xf en xf ontbreken en in verband met het 
positief definiet zijn van den vorm mogen dus x x en x 1 er in het geheel 
niet in voorkomen. 

Gaat men aldus voort, dan krijgt men ten slotte den positief definieten 
vorm 

E(*)-V(*)-V(*). » 

die geen der veranderlijken x x , x 2 , . . . . meer bevat. Hiermee is aange- 
toond, dat de kwadratische vorm E (x) als eene som van kwadraten van 
lineaire vormen is te schrijven. Volgens den inhoud der stelling moet 
nog bewezen worden, dat de lineaire vormen L, (#), 1^ (#), .... tot een 
orthogonaal systeem behooren; hiervoor moet nog slechts worden aange- 
toond, dat 

L,(.)L 1 (.) = 0, L,(.)M-) = 0, 

is. Dit geschiedt door op te merken, dat 

(6) L 1 (.)E 1 (o ? ,.) = 0, 

(7) L 1 (.)E a ( i c,.) = 

is; de laatste betrekking wordt op dezelfde manier aangetoond als (6). 

Vergelijking (7) laat zich in verband met de definitie van E 2 (x) en 
de betrekking 

Mol, (0 = 1 

als volgt schrijven 

(8) MO E . (*> -)-M*) = o. 

Door nu het linkerlid van (8) met L t (x) samen te stellen, vindt men 

M*)M-)Ei(*, -)-M*)M*) = o- 

In verband met (6) blijkt L t (*) L 2 (.) E, (*, •) gelijk aan nul te zijn, 
wat ten gevolge heeft, dat ook 

M*)M*) = o 

wordt. 

De orthogonaliteitseigenschappen laten zich op dezelfde manier voor 
alle lineaire vormen bewijzen. 

Om het omgekeerde van de stelling te bewijzen, gaat men uit van 

m lineaire orthogonale vormen L, (x) } 1^ (#), , L„ (#), waarmee men 

de in # M # 2 , .... lineaire uitdrukking 

M(^) = (^y)-L 1 ( i r)L 1 (y)- -L w (a:)L w (y) 

vormt. 

Van den vorm M (x) maakt men de samenstelling met zichzelf op 
en vindt op die wijze 

M(OM(0 = )(-,y)-L 1 (OL 1 (y)- -MOH-GOI- 

.l(-,8f)-L,(0L 1 (y)-. . .'. -M-)L„(y)| 
en dus 

M(0M(0 = (y,y)-L I «(y)- -!%■<*); 
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aangezien M(-)M(«) als de som van de kwadraten van de coëfficiënten 
van x x , «j, .... positief is, is ook 

(9) (y,y)_ Ll »(y)- -I%»(y) 

positief voor elke waarde van w, waaruit volgt, dat 

VW + VW + VW+ 

een begrensde kwadratische vorm is, die, tengevolge van de orthogonali- 
teitseigenschappen der vormen L, aan de betrekking 

(10) E0r,.)E(.y) = E(*,y) 

voldoet, waarmede ook het tweede gedeelte der stelling bewezen is. 

Door middel van de juist afgeleide stelling is men in staat om een 
systeem van lineaire vormen in x te vinden, die tezamen eene orthogonale 

substitutie der veranderlijken x n a? 2 , vormen (zie stelling XX). 

Men ga als volgt te werk : de kwadratische vorm (9) voldoet aan betrek- 
king (10); derhalve laat de kwadratische vorm (1) zich als eene som 
van kwadraten van lineaire vormen van een orthogonaal systeem schrij- 
ven, aldus: 

(*,*)-V(*)-V(*)~ = M 1 '(*) + M a '(aO + ; 

en dus wordt 

(11) (x, x) = L l * (x) + V (*) + .... + M, * (x) + M a » (x) + 

Zoowel van de lineaire vormen L als van de vormen M weet men, 

dat zij elk een orthogonaal systeem vormen; aangetoond zal nu worden 
dat de L's en de M's tezamen tot één orthogonaal systeem behooren, 
waartoe dus bewezen moet worden, dat 

M-)M f (-) = o 

is. 

Te dien einde stelle men 

V(*) + V(*)+ =e,(*0, 

M,«(*) + M,»(*) + =E 1 (x), 

waardoor, in verband met (11) 

(x,y) = E l (x,y) + E 1 (x,y) 
wordt. Hieruit volgt 

E, (*,•)(•, y) = E 1 (a:,.)E 1 (.,y) + E 1 ( a; ,.)E 1 (.,y) 
of 

E, (*,y) = E, (*,y) + E, (*,-) E a (.,y). 
Dos ia 

E, (*,-)£,(• ,y) = 0. 

Bovendien gelden de betrekkingen 

L P (*) = L P (. )E l (.,x) en M, (x) = E a (*, «) M, (.). 

Men vindt derhalve 

L,(x)M f (x) = L,(.)E 1 (.,x)E a (x,»)M,(.) = 0. 

Duidt men de lineaire vormen Lj (*), L, (x), en M, (#), 

M, (*), alle met hetzelfde teeken L aan, dan heeft men dus 
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een systeem van lineaire vormen L x (#), L 2 (a?), gevonden, die 

orthogonaal zijn en aan de betrekking 

(x,x) = L x *(x) + L 1 *(x) + L,*(x) + 

voldoen. Dit heeft ten gevolge dat de lineaire vormen 

00 00 

^1 (X) =5 2 'ir ^n ^ 0*0 = 2 '»r Sr, 

behalve aan 



r=l r=l 



L,(.)L,(.) = 1 of Sfr-i 



en 



ook aan 



r=l 

L p (.)L,(.) = of f^V = 

r = l 

|V = 1 en |^^ = ° 

r=l r=l 



voldoen. 

Schrijft men in overeenstemming met (XX) x' li x\ 1 . ... voor L, (#), 
L 2 (a?), . . . . , dan heeft men dus het volgende stelsel van vergelijkingen : 

x\ = l n x l +l ll x 1 + l li x i + 

x 2 = * 2l x x + t 22 a? 2 + * 23 # 3 + • . • . • • • • . 

X 3 = frg| a?j + (j^ ^1 T '33 ^j T • • • • 



3 'j = l pl X x + 1,2 X t + 1& X z + 



Vermenigvuldigt men de eerste vergelijking met l\ 9 , de tweede met 
hpi • - • -9 de p e met l ni enz., en telt op, dan ziet men, dat, in verband 
met de eigenschappen der coëfficiënten, 

X p = h p xf x + kf x* t + kp a?', + 

is. 

Wij zijn derhalve in staat om de a?-en in de a/-en uit te drukken, en 

dus definieeren a/ n a/ 2 , tezamen eene orthogonale substitutie 

van de veranderleken a?,, ar 2 , en omgekeerd. 

Het verkregen resultaat komt dus hierop neer, dat men aan elk 

stelsel van orthogonale lineaire vormen in a?,, x ly altijd weer 

een zoodanig stelsel kan toevoegen, dat het resulteerende systeem, a/,, 

fl/ 2 , eene orthogonale substitutie van de veranderlijken a? n 

a? 2 , vormt en omgekeerd, eene eigenschap, die bij de afleiding 

der volgende stelling toegepast zal worden. 

Wanneer een begrensde kwadratische vorm K(x) continu is 1 laat hij 
zich steeds door eene orthogonale substitutie in de gedaante 

TL{x) = k x rf* + k 1 x'* + k z xf 3 * + .'. 

brengen^ waarin a/,, a/ 2 , orthogonale lineaire vormen in de ver- 
anderlijken a?,, a? a , zijn. 
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Y ooronderstel, om te beginnen, dat E (x) positief definiet is. Laten 
a^ = J n , a? 2 = J,„ waarden van x zijn, waarvoor E(a?) maxi- 
mum wordt en noem dit maximum k r 

De som van de kwadraten van Z,,, J IW is, in verband met 

de voorwaarde 

(*,*)£ 1 , 
gelijk aan 1, want, indien dit niet het geval ware zou men de waarde 

van den vorm grooter kunnen krijgen, door alle l lx1 /„, met 

een zelfde getal te vermenigvuldigen, waarbij aan de voorwaarde voldaan 
zou blijven. 

Men bepaalt nu wederom het maximum Jc 2 van E (#), maar nu onder 

de voorwaarde, dat de veranderlijken x n a? a , aan de betrekking 

L, (x) = l u x x + l x j a? a + = 

gebonden zijn. Laat dit maximum bereikt worden voor de waarden 

x i = hu x i = hv 

dan is weer 

Daarna bepaalt men onder de voorwaarden 

L, (x) = en L 2 (x) = l lx x x + l la x t + = 

het maximum k 3 van k(x); dit maximum worde bereikt voor 

x \ = h\ i x i == hi i i 

en met deze getallen als coëfficiënten vormt men weer den lineairen vorm 

ï*i{ x ) = hx x i+h% x i + 

Aldus voortgaande krijgt men een systeem van lineaire vormen L, (#), 
Lj (x% L 3 (s), .... met de eigenschappen 

M.)MO = o, l,(.)M-) = i. 

Bij dit systeem van orthogonale lineaire vormen bepale men nu een 
systeem van lineaire vormen M, (*), M, (ar), zoo, dat 

*,' = L,(*), 



y, = M, (»), 

tezamen eene orthogonale substitutie der veranderlijken «,, *,, ..... 
vormen ; door deze substitutie ga K (x) in K' (o/ | y) over ; dan is 

(12) K>(z'\y)-k l (x l » + x i >* + + y,* + y 1 1 + )- 

= E (x) — h x (a?, x). 

Neemt men in deze betrekking voor x x , x 1 , . . . . de waarden l ïx , Z m . . ., 
dan komt er rechts nul; links krijgt men 4,,' — 4 n waaruit men ziet, 
dat de coëfficiënt van a?/ a in E' gelijk aan ^ is. 
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Daar het tweede lid niet positief kan zijn, is ook het eerste lid steeds 
negatief of nul, en, aangezien x t '* er niet in voorkomt, kan x x er in 
het geheel niet in voorkomen. Want ware dit het geval, dan zou het 
eerste lid van (12) in den vorm 

x x ' L (s', . . . . , y) + Q (a/, . . . . , y) 
geschreven kunnen worden, waarin L een lineaire en Q een kwadratische 
vorm in x./ , . . . , y x , . . . . zou zijn en wel zou minstens één coëfficiënt 
in L (#', . . . . , y) van nul verschillen. Noemt men dan z de bij dien coëf- 
ficiënt behoorende veranderlijke, dan zou, indien men alle overige ver- 
anderlijken op x x na gelijk aan nul stelde, het eerste lid van (12) van 
den vorm 

ax x z + bz 2 

worden, en men zou slechts aan z eene waarde behoeven te geven, die 
az positief maakt, en aan x x ' eene waarde, die grooter dan 

iets positiefs te verkrijgen, terwijl, indien men z slechts juist kiest, aan 

x x '* + z* = l 
voldaan blijft. 

Met betrekking tot de veranderlijken a? a ', x z \ kan men nu 

dezelfde redeneering houden en vindt dan, dat 

(13) K'P\ 9 ) = k ï x ï '* + k % x % '*+ + R(y) 

is. 

K' & I y)i wa * K (x) is, waarop eene orthogonale substitutie is uit- 
gevoerd, is evenals deze vorm continu, hetgeen men in verband met stel- 
ling XXXT inziet, door de orthogonale substitutie op te vatten als 

00 

eene samenstelling van den vorm K (a?, y) met den vorm 2 *« x p Vv 

In verband met deze eigenschap volgt nu, dat 

K' {xf | 0) = k x x x '* + k 1 x 1 /2 + 

ook continu is; dit heeft tengevolge, dat 

*n ^1? 

naar nul convergeeren. 

Onderstel namelijk, dat de i's niet naar nul convergeerden, dan was 

er minstens éóne waarde p (j> ^£ 0) te vinden, waarin &,, Ar„ zich 

ophoopten, en zouden er dus oneindig vele termen uit &,, & 2 , 

gekozen kunnen worden, die minder van p verschilden dan eene wille- 
keurig kleine grootheid *; noem die reeks termen 

(") ^n *ai ^ 3J 

Voor elk dezer termen k' q geldt dan de ongelijkheid 

p — e < y q <jp. 

Neemt men nu alle waarden van x x1 a? 2 , nul, behalve die, welke 

behooren bij de coëfficiënten (14), dan verkrijgt men de reeks 

tfiaV + *!*",•+ 
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Door in deze reeks voor eiken coëfficiënt p — e te nemen, maakt men de 
som zeker niet grooter en aangezien ^x'p* g 1 is, zou men het zoo 
kunnen inrichten, dat de waarden van x",, x" 2 , naar nul conver- 
geerden, terwijl toch de reeks K' (a/ | 0) eene van nul verschillende 
waarde bleef behouden, iets wat zou strijden tegen de volkomen conti- 
nuïteit van K' (x' | 0). 

Het is deze eigenschap der grootheden 

/V| , *^*2) • • • ■ , 

die ons in staat zal stellen om aan te toonen, dat R(y) in vergelijking (13) 
gelijk aan nul is; om dit te bewijzen, denkt men zich een waardesysteem 

Vi= m v yi = m 2i 

waarvoor zou gelden, dat 

R(ro)>0 

is; zeker zou men dan eene waarde van q kunnen bepalen zoo, dat 

R (m) > k q 
wordt. 

Men zou dus voor 

<r/ = 0, a? a ' = 0, y = w n y = m„ 

den vorm K' (o 7 | y) grooter dan k p kunnen krijgen, de vergelijkingen 

Lj (x) = 0, Lj (x) = 0, , M, (x) = *»j, M(x) = w a , 

zouden dus een waardesysteem van de veranderlijken x u x„ bepa- 
len, waarvoor de betrekkingen 

M*) = 0, , I*_i(*)-0 

vervuld zijn en waarvoor bovendien K>A^ uitvalt; dit nu is in strijd 
met de definitie van k p , zoodat R (y) zeker niet positief is en aangezien 

K'(0|y) = R(y) 
is, is wegens het positief definiet zijn van den vorm K (x) ook R (y) niet 
negatief, waaruit volgt, dat 

R(y) = 

is. 

Er is dus aangetoond, dat voor een continuen en positief definiet kwa- 
dratischen vorm, de betrekking 

K(x)=k t V(*) + *iV(*)+ 

geldt 

Onderstelt men nu niet, dat E (x) positief definiet is, dan komt men 
volgens het eerste gedeelte van de redeneering, welke hierboven gehou- 
den is, tot de betrekking 
(15) K(x) = k l L l *(x) + k 1 L 2 *(x)+ +R(y). 

Wij weten, dat R (y) niet positief kan zijn, — R (y) is dus zeker posi- 
tief definiet en kan dus, blijkens het voorgaande, geschreven worden als 
eene som van kwadraten van lineaire vormen ; bijgevolg K (x) ook. 

Aangetoond moet nu echter nog worden, dat, wanneer men op R (y) 
eene orthogonale substitutie uitvoert, m. a. w., wanneer men voor R (y) 
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(ie) «,*, , <y) + *.y<y) + «iV(y)+ 

schrijft, deze lineaire vormen l t (y), J 2 (y) , . . . orthogonaal zijn ten opzichte 

van de lineaire vormen L t (#), L a (ar), 

Uit (15) en (16) volgt, dat 

(17) K(x) = k l x l '* + k 2 x« + k f x 3 ' + + * 1 J 1 *(y) + * a J a *(y)+ 

is; x n ' is zeker voor elke waarde van n orthogonaal ten opzichte van 

alle lineaire vormen l x (y), l 2 (y), , want in deze lineaire vormen 

komen de a>en niet voor, maar wanneer de a?-en en de Ve orthogonaal 
zijn, dan zijn ook de lineaire vormen, die men verkrijgt na eene ortho- 
gonale substitutie orthogonaal (zie XXIII). Past men dus op het tweede 
lid van vergelijking (17) die orthogonale substitutie toe, waardoor die vorm 
zelf uit K(g) is ontstaan, dan verkrijgt men 

K(x) = k l L*(x) + k 2 W(x) + k z W(x) + +x l l l *(M(x)) + 

+ x 2 l 2 2 M(x)) + ...., 

waarmede de orthogonaliteit van de lineaire vormen L en l bewezen is. 

§2. Oneindig vele lineaire vergelijkingen met oneindig vele 

onbekenden. 

In hoofdstuk I, § 2 is een systeem van oneindig vele vergelijkingen 
met oneindig vele onbekenden ter sprake gekomen; er is toen zonder 
meer aangenomen, dat het systeem van vergelijkingen eene oplossing toe- 
laat. In deze paragraaf zullen wij de voorwaarden nagaan, waaraan vol- 
daan moet worden, opdat een zoodanig systeem oplosbaar is. 

00 

Is A (#, y) = 2 a M x p Vi een continue bilineaire vorm van de oneindig 

vele veranderlijken x x , x 2 , , y t , y a , ..;... , dan hebben bf de onein- 
dig vele vergelijkingen 

(1 + «n) *i +«ia*i+ =«!> 

«ai «i + (l+ «22)^2 + =«*> 



voor alle grootheden a iy a 2 , , waarvoor de som der kwadraten con- 
vergeert, een bepaald oplossingssysteem x u # 2 , | 2 #/ convergent), 

bf de homogene vergelijkingen 

(1 +a ll )x i + a ll x 1 + =0, 

ö ai x \ + (! + a 2l) X 2 + = Ö» 



laten eene zoodanige oplossing x n x 2 , toe, dat 2 x p* - 1 **• 

Om deze stelling te bewijzen beschouwe men een systeem van n ver- 
gelijkingen met n onbekenden 
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b lx x x + b xl x % + + bi H x n = b v 

Kl X x + ft»3 0?s + + bnn X n = ft», 

waarvan de derterminant niet nul is. 

Zijn |3 n /3 15 , /3» de oplossingen van deze vergelijkingen, dan is 

(*ii/3, + + b ln (3 n )*+ + (b nl (3 t + + b M (2 n )* 

= 6 i(&ui8 1 + + b u (3 n )+ + b n (b nl (3 t + + b nn (3 n ) 

= £i(Mii + + *«M + + P»(b x b in + + b n b HH ) } 

en geldt dus, in verband met stelling I van hoofdstuk II, de ongelijkheid 

(1) fti,ft+ + fru&) a + + (Ki(3 x + + &,,&) a g 

^ V (0, 2 + ..... + |3. 2 ) { (ft u ^ + + hi KY + + (Ju, b x + + ft. b n y \ 

Zij nu m het mininum van den kwadratischen vorm 

(*I1 *i + + hnXn) 1 + +(&«!*, + + bnnXn) 2 

onder voorwaarde, dat a?, 2 + + x n 2 = 1 is, en M het maximum van 

(&u *i + + Ki *»f + + (bmx t + + b nH x n y 

onder dezelfde voorwaarde. 

Voor het eerste lid van ongelijkheid (1) laat zich 

ï h "vém. + +K vêm) + ■■■■■; 

schrijven; hierin is hetgeen tusschen { ( staat zeker ^m. 
Voor 

(&,, b x + + ft Bl b n y + + (fti tt ft, + + ft^ b n y 

kan men 

\( b "vèw. + +b "v^%) + a 

- + ( K vèw + +b ~vm:) i \ ib ' b) ' 

schrijven, en hetgeen nu tusschen { { staat is g M, zoodat volgens (1) 



wordt, waaruit volgt, dat 

/V+ + /3„»g^(V + + V) 

71» 

is. 

Wij zullen dit resultaat toepassen op de vergelijkingen 

(1 +a u )x x +a n x 1 + + a iH x H = a n 

(2) 

ö»i«i+«»8*a+ + (1 + ff»*) x n = ff», 

Het minimum van den kwadratischen vorm 

((1 +a ll )x l + + a in x n ) 2 + + (a HÏ x l + + (1 + «»)«.)» 

4 
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heete m n en het maximum van den vorm 

((1 + a u ) x x + + a nl x n f + + (a in x t + + (1 + a nn )x u y 

M„, beide onder de voorwaarde (a?, x) m =l. 

In het volgende bewijs speelt de kwadratische vorm 

((1 +a ix )x x +a ll x 1 + ) 2 + (a, a *i +0 +ö„)» 2 + ) 2 + 

eene belangrijke rol; wij zullen aantoonen, dat zij begrensd is. 
Daartoe merke men op, dat zij in den vorm 

00 00 00 , 00 j 1 

(X,X) + 2 % X p % drpXr + ]£ 2 a pq^p)[ 

p = l r=l f =1 (p = l J 

00 00 

geschreven kan worden; hierin is (ar, x) uiteraard begrensd, 2 *? 2 a i> x r 
is A (ar, x) en dus, volgens onderstelling, eveneens* begrensd, en 

00 , 00 |2 

is de samenstelling van A (a?, x) met zichzelf en derhalve ook begrensd. 

De maxima M M van den kwadratischen vorm blijven dus beneden een 
van n onafhankelijk getal M. 

Wat de minima tn H van den kwadratischen vorm betreft, kan men 
twee gevallen onderscheiden: 

Ie Geval. Er zijn oneindig vele waarden van n, waarvoor de minima 
m n boven eene vaste positieve grootheid liggen; voor al die waarden 
van n zijn de vergelijkingen (2) oplosbaar, want indien m n niet nul is, 
kunnen de n vergelijkingen, zonder tweede lid geene oplossing hebben, waar- 
uit volgt, dat de determinant niet O is, dus de oorspronkelijke vergelij- 
kingen, met tweede lid, wel eene oplossing hebben. 

Uit de ongelijkheid 

0, a + + &*s(V+ + V>5 

volgt, dat de som van de kwadraten der oplossingen van elk stel ver- 
gelijkingen (2) beneden de van n onafhankelijke grootheid 

(a, a) — = 

ligt. 

Duiden wij nu de oplossing van (2) door 

«,« , , *.« 

aan. Geeft men n achtereenvolgens alle geheele positieve waarden, dan 
hebben wij te doen met oneindig vele stelsels van oplossingen, dus ook 
met een oneindig aantal «/"^s; deze oneindige reeks *,Ws bezit een 
ophoopingspunt * r 

Kiezen wij nu uit die «/"^s, eene rij 
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(3) 






(limiet «,) 
met den limiet «,, dan komt hiermede in de rij der «,^'s eene onderrij 






overeen. Deze zal in 't algemeen niet convergeeren, maar men kan er 
eene convergente onderrij 






(limiet «,) 
nit kiezen. De hiermede overeenkomende rij der w,'s is, als onderrij van 
(3), convergent. Nu convergeeren de «,^'s wellicht nog niet; kies er de 
convergente rij 






(limiet a 3 ) 
uit, enz. Zoo voortgaande verkrijgt men 









(limiet «,) (limiet «,) 
De vertikale rijen van het schema 



»1 <U) > 


.,*»), 


«,**>, 


«,(».*>, 


«,< $,8 \ 


•,*•>, 






(limiet «,) 



(limiet «,) (limiet «,) 
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zijn convergent, want algemeen is de rij « w (1 * 1) , a^ 2 » 2) , convergent, 

omdat de na *„<"'•> komende elementen alle tot eene convergente rij (nl. 

*« ( *' 1, > *» ( " ,9) ) ) behooren. Noemt men den index (A, h) algemeen 

ft*, dan wordt dus 

*, = lim a t iUA \ # t = lim * a ( " A> , 

De som der kwadraten van #,, * 2 , enz. is eveneens kleiner dan 

daar voor alle waarden van n k en n 

(-, ^ + k'"^ +....+ (*. 6,i y < («, «) ^ 

en mitsdien voor alle n 

M 

*,*+*,* + + «•*<(«! «)-» 

is, zoodat inderdaad 

(*»*)< («1 ")— » 

wordt Daar de lineaire vorm 

a *i *i + a n x \ + 

continu is, moeten bovendien de waarden 

*i»*i» 

aan de vergelijking 

a Pt x i+ a n x i+ +( 1 + a w x p)+ = <h 

voldoen. 

2e Geval. Onderstel, dat, wanneer n onbepaald toeneemt, de minima 
m M van 

((1 + o,,) x x + + a lH x n f + + (a„i x v + + (1 + (hm)**)* 

n 

naar nul convergeeren (ondersteld is weer, dat ^ x p * = l is). Laten 

p = i 

(*i (n \ , <*•« 

de waarden der veranderlijken zijn, waarvoor dat minimum bereikt wordt, 
dan is, daar 

( (1 + «ii) xi + + a ln x H )* + + (a„! xi +. + (1 + a m ) x n )* = 

= A* ( • , s) A„ (-,«) + 2 A* (<r, x) + (a?, *)» 
is, 

(4) A. ( • , *M) a. ( . , a*«) + 2A n (*«, /»«) + 1 = **.. 

Daar voor alle waarden van n 

(<*«, /*«) = 1 
is, is het stelsel van alle /&/*> begrensd, en kunnen wij mitsdien, op de 
bekende wijze, eene reeks van geheele positieve getallen 

n n *ai ? w *> 

vinden, zoo, dat de grenswaarden 
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limA* 1 ( "* ) = A*,,lim^ ( "* ) = ^, 

k= CO As= 00 

alle bestaan; en men ziet gemakkelijk in, dat weer 

(5) MSI 

wordt, Gaat men nu in de uit (4) volgende betrekking 

A. A ( . , f*) A. 4 (.,m ^ + 2^ 0* ( '*>, ^ + 1 = m„, 
tot den limiet voor h = oo over, dan vindt men 

(6) A(.aOA(.,aO + 2AG*,aO + 1 = 0. 

Want ten eerste is, als men onder p p W voor p > q nul verstaat, 

lim A^ <p°* ^) = lim A (*°* ^) = A (*, ,*), 

omdat A(a?, a?) volkomen continu voorondersteld is; en ten tweede convergeert 
A(-, /a ^) A(-, fA (mk) ) voor lim n= oo volgens XXIX naar A(-,At)A(«,^). 
Daar nu 

A ( • , ia) A ( • , fi) + 2 A 0*, /*) + (^, p) = 

= (1 + «n) A*i + + «u /*„)* + + (a nl (n + + (1 + «»») A*») 2 

en mitsdien grooter dan of gelijk aan nul is, leert (6), dat 

0*,^)êl 
moet zijn, hetgeen in verband met (5) 

((*, /*) = 1 
geeft. Daardoor gaat (6) over in 

A(.,^)A(.,A*) + 2A(^,At) + (,c*,^) = 
of ook 

K 1 + a n)A* 1 +«11^2 + } 2 + + \<*»\P l + a»3/* a +....i 2 + ....= 0, 

hetgeen leert, dat 

^1^1) 

de vergelijkingen 

(l+a ll )x l +a n x i + =0, 

a n *i + (1 + «22) *2 + = °> 

oplossen. 

Hiermede is aangetoond, dat men steeds in een van de twee volgende 

gevallen verkeert: 

oo 

Ie Voor alle waarden van a t , a 2 , waarvoor 2 a p 2 convergent 

p = i . 
is, hebben de inhomogene vergelijkingen eene oplossing, 

2e De homogene vergelijkingen hebben eene oplossing jK n /t 2 , 

en (/b, (a) = 1. 

Wij zullen nu bewijzen, dat deze gevallen elkaar uitsluiten, m. a. w., 
dat, indien de homogene vergelijkingen eene oplossing hebben, er a/s 
kunnen gevonden worden, zoo, dat (a, a) convergeert en de inhomogene 
vergelijkingen geene oplossing hebben. Immers, stel, de homogene ver- 
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gelijkingen hebben eene oplossing (* n /a 2 , en (^, (i) = 1. Daar, 

indien (#, x) = 1 is, 

K 1 + a il) ^1 + a 21 *2 + 1 Pi + \ a \% «1 + + a 2l) X 2 + •■••} J*2 + ' ' • • = 

= {(1 +0,,)^ + a is /u a + ....{ ^ + Ja 21 ^ 1 +(l+a M )^+..-.|^+--.- = 
is, kunnen de vergelijkingen 

(1 +a n )x t + a 2l x 2 + =a n 

«12^1 +G + a «)*2 + = «2> 



geene oplossing hebben, indien niet 

a x n x + a 2 (i t + =0 

is, en voor die vergelijkingen verkeert men dus in het tweede geval. 
Daar mitsdien de homogene vergelijkingen 

(1 + a lt ) x x + a 2l x 2 + =0, 

a l2 x t + (1 + a 22 ) x 2 + =0, 

eene oplossing hebben, waarvoor (x } x) = l is, volgt op analoge wijze, 
dat de vergelijkingen 

(l+a li )x l + a l2 x 2 + = a n 

«2i *i + (1 + «22)^2 + =«27 

niet voor alle a p oplossingen kunnen hebben, en dit is het, wat bewezen 
moest worden. 

Indien men in het eerste geval verkeert, kunnen de inhomogene verge- 
lijkingen slechts één stel oplossingen hebben, daar anders bij twee stellen op- 
lossingen het verschil aan de homogene vergelijkingen voldoen zou (door met 
eenen geschikten factor te vermenigvuldigen zou de som der kwadraten weer 
één worden) en men dus in het tweede geval zou verkeeren. Is men in het 
tweede geval, dan kunnen de inhomogene vergelijkingen wellicht voor som- 
mige, misschien wel oneindig vele stellen a/s eene of meer oplossingen heb- 
ben, en ook is het de vraag, of de homogene vergelijkingen zelve niet meer 
dan één oplossingssysteem hebben. Dit zullen we nu nagaan; de in § 1 
van dit hoofdstuk bewezen stelling zal ons daarbij van nut zijn. 

De oplossingen der homogene vergelijkingen 

L, (x) = (1 + a lt ) x { + a i2 x 2 + = 0, 

(7) L 2 (x) = a 2i x l +(l+a 22 )x 2 + =0, 



zijn die waarden x x , a? 2 , , die den vorm 

(8) ((1 +a n )x i +a l2 x 2 + ....y + (a 2l x l +(1 + a 22 )x 2 +....) 1 + ....e=e 

= A(.,#)A(.,aO + 2A (*,*) + (*,*) 
nul maken. Daar de vorm 

A(.,aOA(.,x) + 2A(tf,aO 
als som van twee volkomen continue vormen zelve volkomen continu is, 
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kan hij, volgens §1 van dit hoofdstuk, na eene orthogonale substitutie, 
in de gedaante 

AÊg X | -f- Afj X 2 T #3 3^3 +•••••• 

worden geschreven. Hierin zijn de i's getallen, die zich bij nul, en alleen 
bij nul, verdichten, en er kunnen ook niet oneindig vele A's gelijk zijn, omdat 
dan, indien men de niet bij die A's behoorende z'-en nul stelde, er iets 
van den vorm 

fc(z / »i 1 + *V+ ) 

zoude komen, hetgeen niet volkomen continu is. In het bijzonder is er 
dus slechts een eindig aantal k% dat — 1 is ; zij e dat aantal. Voor (8) 
kan men schrijven 

(l+A^tfV + a+fcJtfV 

en in deze reeks zijn dus e coëfficiënten nul, stel de eerste e; men heeft dus 

((1 -f a n ) x x + a l2 x 2 + Y + (a 2l x x + (1 + a 2ï ) x 2 + ) 2 + = 

= k e + i a^ + i 1 + k t + i x' e + 2 2 + , 

en daar de vorm steeds positief is, zijn 

*« + 1} #* + 8) • • • • • • 

alle positief. Eene oplossing 



der vergelijkingen (7) maakt dezen vorm nul en voldoet dus aan 
x / l =u l y , ot/ e = u e , a/ e + i = z'e + 2= =0, 

waarin «,, w 2 , , t*, willekeurig zijn. Er zijn dus juist e lineair 

onafhankelijke oplossingssystemen van (7). 

Laat nu f het aantal lineair onafhankelijke identiteiten 

(9) ft«M*) + 1 »L 1 <*)+ = ° (*=!> ifl 

zijn, die er wellicht tusschen L t (#), Lj (pc), enz. bestaan. 
Wij zullen nu bewijzen, dat 

moet zijn. Stel, dat f>e ware. 

Alle oplossingssystemen van de vergelijkingen (7) worden gegeven 
door 

d x =«n , a/, = w„ x' e + x = x' t + i = =0 

of, voluit geschreven, door de vergelijkingen 

l xx x l + l^x 2 + luX 3 + =w p 

hl &1 + '22 ^2 + ^23 ^3 + ~ W 2? 



(10) 



fcl 35l + Ji8%+ J«3 #S + = ffci 

J« + l,l#l + ^ + 1,2^3 + & + 1,333 + =0 
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Wij weten uit § 1 van dit hoofdstuk, dat de J's orthogonaal zijn ten 
opzichte van elkaar en wij kunnen dus x, vinden, door de vergelijkingen 
(10) achtereenvolgens met Zi f , Z* f , enz. te vermenigvuldigen en dan bij 
elkaar op te tellen; men vindt zoo 



x i = h\ «i + *n *i + + ti u * 



(11) 



x 2 = l l2 u l +l^u 2 + . . 


. , . + le2 Ue, 


x p = h p U t +l%pU lL + . . 


• • * + lepU p , 



In dezen vorm geschreven, ziet men duidelijk dat er inderdaad e 
lineair onafhankelijke oplossingssystemen zijn. 

Het is nu mogelijk, om uit de waarden x n # 2 , er e zoodanig 

te kiezen, dat de vergelijkingen (7) geen oplossingssysteem bezitten, 
waarvoor die e uitgekozen #-en nul zijn ; dit zal kunnen, indien er min- 
stens één determinant van de e-de orde in de Vb uit de rechterleden der 
vergelijkingen (11) is te vormen, die niet nul is; dat dit zoo is, toonemen 
als volgt aan. 

Noem de e determinanten van de (e — l)-ste orde, gevormd door de 
coëfficiënten l uit de eerste (e — 1) vergelijkingen van (11), achtereen- 
volgens 

■A-i * •"■* ? * -A* 

met de teekens, waarmee ze voorkomen in de ontwikkeling van 



^ii h\ 
hi hi 






ht h* 



L 



naar de elementen der laatste rij. Waren nu alle determinanten van de 
e-de orde uit het schema 



hi hi 
'12 hi 



tl 7 



hp hp 



lep. 



nul, dan zouden de betrekkingen 

l xl A, + l„ A 2 + + l el A,= 0, 

^A 1 +/ M A l + + Z tó A« = 0, 

Ji„A, +Zp p A a + + Z v A, = 

gelden, waaruit men zou vinden door de e vergelijkingen 
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/„ x l +l ï% x % + =0, 

ki *% + *%%*%+ = o, 

(12) 

le i X i +l e% X t + =0 

respectievelijk met A n A, , A e te vermenigvuldigen en de resul- 
taten op te tellen, dat het geheele rechterlid weg valt, wat in strijd ware 
met de lineaire onafhankelijkheid der vergelij kingen (12). 

Op overeenkomstige wijze, als men bewijst, dat men 'e #-en uit kan 
kiezen, zóó dat de homogene vergelijkingen 

L|(») = 0, 

M*) = o, 



geene oplossing toelaten, waarin de e z-en nul zijn, kan men ook aan- 
toonen, dat er altijd e lineaire vormen L(x) in de overige L's kunnen 
worden uitgedrukt. 

Tusschen deze vormen L', (x\ L' t (#), bestaat dan nog minstens 

eene lineaire betrekking 

(13a) (3 t L' l (x) + j2 t L\(x) + =0, 

omdat f>e is en de betrekkingen lineair onafhankelijk ondersteld zijn. 
De som van de kwadraten dezer j3's is weer eindig. 

Laten nu^,^ } , x 9 de e bovenbepaalde a>en en L, (#), L, (#), , 

L, (x) de e uitgezochte L's zijn. De veranderlijken x,+i, a?*+s, noeme 

men ocf x , a/ t1 en de vormen L,+i (a/), L„+2 (x'\ geve men door 

^,(«0,1/, («o, 

aan. Tenslotte bepale men de grootheden a u a s , zoodanig, dat de 

som der kwadraten eindig en 

(13fr) l a l +j3 1 a l + ^0 

is. 

Met deze grootheden a 1? a„ en de lineaire vormen h' t (a/), 

L', (a/), stelle men het stelsel vergelijkingen 

L / 1 (^) = a„ 
(14) V t (x') = a t , 



op. 

Dit stelsel is van denzelfden vorm als het oorspronkelijke stelsel, 
d. w. z. de eerste leden dezer vergelijkingen hebben denzelfden vorm als 
die der vergelijkingen (7). Om dit in te zien, bedenke men, dat de 

lineaire vormen L| (#), L 2 (x) de coëfficiënten der y's in den 

bilineairen vorm 

(15) (x,y) + A(x,y) 

zijn. De vormen L'j (#'), L', (#'), zijn evenzoo de coëfficiënten van 

y', , y\ , in den bilineairen vorm 
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(16) J ,' I L',(*') + y' 1 L',(sO+ 

en deze vorm wordt uit den vorigen verkregen, door x l = x t = . . . . = 

= x e = y, = y 2 = = y, = te stellen. Daardoor ontstaat echter 

uit (15) de som van twee bilineaire vormen, één uit (ar, y) nl. (a/, y') en 
één uit A (#, y), die evenals A (#, y) volkomen continu is en A' (a/, y') 
moge heeten. Dan blijkt dus (16) in 

(^yO + A'^,/) 
over te gaan, hetgeen weer van den vorm van (15) is. Men kan dus 
besluiten, dat óf de vergelijkingen 

I/,(*0 = O, L' t (a/) = 0, , 

óf de vergelijkingen 

I/,(aO = «i. L',(^) = a„ 

eene oplossing moeten hebben. Het eerste is onmogelijk, daar het zou 
beteekenen, dat de vergelijkingen 

M*):=o, M*) = o, 

eene oplossing hadden, waarbij x t = x t = = a?« = ware ; en het 

tweede zou met (13a) en (136) in strijd komen. Het blijkt dus, dat de 
onderstelling f>e onhoudbaar is. 

Eene beschouwing der getransponeerde vergelijkingen 

(1 + a u ) x x + a 21 x t + =0 

a n x i + C 1 + a «) x i + = ° 



leert, dat f ook niet kleiner dan e kan zijn; e is het aantal onafhanke- 
lijke oplossingssystemen der vergelijkingen (7) en f het aantal lineair on- 
afhankelijke betrekkingen 

(3 l WL l (x) + (3 t WL t (x)+ =0, 

welke, als men ze uitschrijft, de volgende gedaante aannemen 

0, ( *Ma+«n)*i + «■,*, + }+/3, ( * ) k^i + a +«„)*,+ i+ 

+ =0. 

Rangschikt men het eerste lid naar de veranderlijken x n x % , , 

dan vindt men 

*iKl+«ii)/V A) + «ii/V A) + \+z>\<tn0i ih) + V+«n)W h) + } + 

+ =0; 

aangezien deze betrekking indentiek in de x v , x t , geldt, moet dus 

O+«ii)0i c * ) + «*iA w + =0, 

«j 1 i3, ( * ) + (l + a lï )|3 2 c*>+ =0, 



zijn. Wij zien dus, dat de (3^ k \ /3 2 (A) , tezamen een oplossings- 

systeem vormen van de getransponeerde vergelijkingen; de f lineaire 
betrekkingen tusschen de oorspronkelijke lineaire vormen leveren dus f 
oplossingssystemen van de getransponeerde vergelijkingen. Eveneens vindt 
men dan ook, dat de e oplossingssystemen van de oorspronkelijke homo- 
gene vergelijkingen e lineaire betrekkingen leveren tusschen de getrans- 
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poneerde vormen. Past men nu de beschouwingen, die hierboven op de 
oorspronkelijke homogene vergelijkingen zijn gehouden, op de getrans- 
poneerde homogene vergelijkingen toe, dan vindt men, dat evenmin f<e 
kan zijn en bijgevolg f = e is. 

Ten slotte moet men nog nagaan, in welk geval de inhomogene ver- 
gelijkingen 

( 17 ) h t (x) = a u x l +(l+a l2 )x i + = a 2 , 

p 

een oplossingssysteem hebben, wanneer de homogene vergelijkingen e lineair 
onafhankelijke oplossingssystemen bezitten; hierboven is aangetoond, dat 
er in dat geval e betrekkingen van den vorm 

(18a) /V A) M*) + / 3 2 (A) M*)+ =0 

bestaan, en hieruit volgt, dat het voor de oplosbaarheid der inhomogene 
vergelijkingen noodig is, dat 

(186) fi^a, +^a % + =0 (A = l, , e) 

zijn. Dit is echter ook voldoende. 

Want daar de vergelijkingen (14) voor a x = 0, a 2 = 0, geen 

oplossingssysteem bezitten, kan het niet anders, of de vergelijkingen 

1/, (*') = «'„ 
l/ a (*0 = a' a , 



(19) 



laten eene oplossing toe ; hierin zijn a\ , a' 2 , die bekende termen 

uit de vergelijkingen (17), die passen bij de lineaire vormen L, (#), 
L a (#), welke overgebleven zijn, nadat er, door middel van de betrekkingen 
18a, e uitgenomen zijn, die lineair in de overige konden worden uitge- 
drukt. Zij mogen dus willekeurig zijn, mits de som hunner kwadraten 
eindig is; de e overige a's zijn gebonden aan de betrekkingen (186). 

§ 3. Volledige stelsels ran orthogonale functies. 

Reeds in het overzicht is gebleken, dat tusschen de theorie der inte- 
graalvergelijkingen en die van oneindig vele vergelijkingen met oneindig 
vele onbekenden verband kan worden gebracht door een stelsel van on- 
eindig vele continue funoties <P t (s), 4> 2 (s), , die in het interval 

(a, b) de beide volgende eigenschappen hebben : 

1°. Zij zijn orthogonaal (en genormeerd), d. i. zij voldoen aan de betrek- 
kingen 

Zij vormen een volledig stelsel, d. i. voor elk tweetal continue functies 
u (s) en v (s) is 



r 
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I u(s)v(s)ds=^ J u(8)*,(8)ds. f t>(s)*,(s)ds. 

Een zoodanig stelsel <f>, («), 4> a (*), heet een volledig stelsel van 

orthogonale functies {voor het interval (a, 6)). 

Onderstel, dat de functies <f>, (s), 4> a (*), continu, orthogonaal en 

genormeerd zijn en dat, welke continue functie u(s) en welk positief 
getal c ook gegeven mag zijn, het steeds mogelijk is een getal ut en m 
constanten c,, c 2 , , c. te vinden, zoo, dat 

u (s) — c x 4>, (s) — c, *, (s) — — c* 4>* (s) [ds < £ 



jf 



wordt. Het laat zich dan bewijzen, dat het stelsel 4> t (*), (p % (*), . . . 
volledig is. 

Hiertoe ga men uit van de ongelijkheid 

r#( ja 

| W (*) — Wj *i (*) — Wj *j (*) — — N» <*>« (*) M& è O, 



r 



waarin ter bekorting 

Wp = jfu(«)* JI (fo Q> = 1,2, ) 

gesteld is. Bij uitwerking leidt dit, ten gevolge van de orthogonaliteit 
van het stelsel <f>, («), *j («), , tot de ongelijkheid 

V + V + +U * k -Ja'{ U w)'*' 

die voor alle waarden van n geldt en dus leert, dat 

v+v+ - fï{ u ®) 2d * 

is. Het verschil 

A = I ( u (s)J ds — Wj a — u % % — 

kan dus niet negatief zijn; het kan echter evenmin positief zijn. Want, 
volgens onderstelling, kan men constanten c 19 e 2 , , c u vinden, zoo, dat 

\U(S) — Cj ^ (S) — C t <ï>, (8) — — C u 4>» (s) \ ds < € 



f 



wordt, hoe klein de positieve grootheid s ook moge zijn, en dit heeft 
ten gevolge, dat 

J[ (u(s)jds — 2c l u l — 2c l u t — — 2c m u m + c l 2 + c l * + + cf 

en dus ook 

A + (w, — cj* + (u, — cj* + +(u M — c m f 

kleiner dan e wordt; dus is ook 

A<«, 
hoe klein € ook zijn mag, d. i. 

A<0 
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Bijgevolg is A nul, d. i. 

£(u(8)Jds = u* + Ui ï + u 3 2 + 

Zijn nu u(s) en v(s) twee continue functies, dan neme men voor u(s) 

in deze formule eerst u (s) + v (s) en dan u («) — v («) ; trekt men de zoo 

verkregen vergelijkingen van elkaar af, dein vindt men 

r» 
u (s) v (s) ds = u v v t + u t v 2 + u z t> 3 + , 



r 



hetgeen leert, dat het stelsel «Dj (#), 4> 2 (s), volledig is. 

Het is nu gemakkelijk aan te toonen, dat men een volledig ortho- 
gonaal stelsel kan construeeren. Want zoodra men een stelsel van continue 

functies P, («), Pj («), heeft, met de eigenschap, dat bij gegeven 

continue u (s) en positieve s constanten c n c. v , c M gevonden kun- 
nen worden, zoo, dat 

j[*|«00 — «|PiW — C|P*W— —c M F m (s)] j d8<€ 

wordt, kan men hieruit een stelsel Q l (s), <I> 3 («), met dezelfde 

eigenschap, en dat bovendien (genormeerd en) orthogonaal is, construeeren, 
en dit stelsel is dan, volgens het bewezene, volledig. Men behoeft daar- 
toe slechts 

* 3 00 = r* P 8 00 + /• *i 00 + y /7 s * a 00, 

te stellen, en de constante y t zoo te bepalen, dat O, (a) genormeerd is, 
de constanten y % en y\ zoo, dat 4> a (a) genormeerd en t. o. z. van <& t («) 
orthogonaal is, de constanten y 3 , y' 3 , y" 3 zoo, dat <ï> 3 (s) genormeerd en 
t. o. z. van <f>, (s) en 4>, (9) orthogonaal is, enz. 

Dat er stelsels van functies P, (s), P, («), met de vooronder- 
stelde eigenschappen zijn, volgt ten slotte uit eene stelling van Weierstrass, 
die leert, dat men bij elke gegeven in (a, b) continue functie u (s) en 
positieve e een veelterm p (s) kan vinden, die 

\U(S)-P(8)\<^L 

o — a 
maakt voor alle s in (a, b). Want dan wordt 

J a |«tö— P{*)\d*<*> 
d. i. 

> (*) — Cj — c 2 « — c 2 s 1 — —c m &*- l \ ds < *, 



f 



zoodat blijkt, dat men voor Pj (s), P 3 («), P 3 (s), de functies 

1, *i * a > 

kan nemen. 

Behalve deze stelling van Weierstrass leidt onder meer ook eene 
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stelling van Féjer tot het doel, nl. de stelling, die leert, dat men bij 

iedere continue functie u (s) en iedere positieve e een veelterm p (s) in 

2ts . 2tts _ 2tts . _ 2x8 . . , 

cos -j , sm i , cos 2 t , sin 2 , , enz. kan vinden zoo, 

b — a b — a b — a b — a' 

dat voor alle s in (a, b) 
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HOOFDSTUK IV. 



§ 1. Oplossing ran de integraalvergelijking met asym- 
metrlsehen kern. 

In de integraalvergelijking 

f(3) = <p(s) + f'K(s } t)(p(t)dt 

zij E (*, t) eene continue, niet symmetrisch onderstelde, functie van s en 
f, en f(s) eene continue functie van «, terwijl <p (s) de gezochte functie 
is. Om deze vergelijking in verband te brengen, met een systeem van 
oneindig vele vergelijkingen, met oneindig vele onbekenden, vormt men 
door middel van den kern E («, t) en een volledig stelsel van orthogo- 

nale functies ^ t (s), ^ (s), op de volgende wijze de functies k q («) 

de grootheden k M . 

(i«) m*)=JHk(m)mo<« 

(i*) u n - jT*J[*k <*, t) *, («) » f (o <** & 

Deze grootheden A: M voldoen aan de eigenschap, dat de som van hare 
kwadraten eindig is. Want ten eerste geldt de vergelijking 

(2) jHJK(s, t)fdt = (k t (s)J + (k a (s)J+ , 

welke men verkrijgt, door in de volledigheidsbetrekking 

u (t) v (t) dt = u t v x + u 2 v % + 



r 



u(t) = v(t) = K(s,t) 
te nemen. 

Stelt men daarna in de volledigheidsbetrekking 
u(8) = v(8) = k q (s), 
dan is tevens 

(3) jr*(i g (8)) a ^==v+v+ • • • 

Door betrekking (2) in de gedaante 
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(*, (•))' + (*, («))*+ (fc. (*))'$ f' ( K ( 8 > O) * 

te schrijven, en beide leden te integreeren, vindt men in verband met (3), 
dat 

p = 1 j = 1 Ja Ja \ / 

is; aangezien deze ongelijkheid voor alle waarden van *w geldt, mag 
men er ook 

2 * 2 « ê f' fÏK (s, o)** * 

f,f = l Ja Ja \ / 

voor schrijven. 

De bilineaire vorm 

K(a:,y)= 2 *W*/>y« 

is blijkens XXV volkomen continu in x n x„ , en y t ,y t , ? 

waarmee aan de voorwaarde voldaan is, die vereischt wordt voor de 
oplosbaarheid der oneindig vele vergelijkingen 

(1 + ftn)0| +*ia x t + =a n 

k U X l + (! + Kl)*! + = «2, 



kp\ <* t + + (1 + k„) x p + . . . = a pi 

waarin, voor het geval, dat de a's niet alle nul zijn, vereischt wordt, 
dat de som hunner kwadraten convergent is. 
Neemt men voor a p de waarde 

dan weet men, dat de volledigheid van het stelsel 

*i 0i*i0, 

meebrengt, dat 

K+K+ =r( m ) a<fe 

is; de som der kwadraten convergeert derhalve. . 
Op het systeem vergelijkingen 

C 1 + *»)*i + k n x 2 + = ƒ„ 

*»i *i + (1 + Kt) x % + = fu 

(4) 

kp\ X\ + H~ (1 + fcpp) Xp -\- • = f p, 



zijn dus alle beschouwingen van toepassing, die in de tweede paragraaf 
van het vorige hoofdstuk gehouden zijn. 

Onderstel, om te beginnen, dat men in het eerste geval verkeert, 
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dat dus de vergelijkingen (4) eene oplossing toelaten, die aangegeven 
zal worden door 

zoodat dus 

(5) *, + A*i*i +**** + =fp (2>=1>2, ) 

is. 

Met de grootheden *„ #,, en de functies k t (s), k t (s) , 

(la), vorme men de volgens XXXXI in s uniform convergente reeks 

(6) A(s) = x l k l (s) + * t k l (s) + 

en met deze functie A(s) de functie 

(7) <ï>( 8 ) = /»-A( S ). 

Het blijkt, dat de aldus gevormde functie Q(s) aan de integraal- 
vergelijking 

(8) f (*) = cp (*) +J[ K (», <ï> (0 * 

voldoet; dit ziet men als volgt in. 
Voor 

ƒ K («, <p (0 d* 

laat zich namelijk, volgens de volledigheidsbetrekking, 

(9) $iM«) + 0iM«) + 0tM»)+ 

schrijven, waarin <p, — a, is; want uit (7) volgt 

<P, = f,-K 
en wegens (6) is 

A f = * t k pl + x t k n +a z k ps , 

waarvoor men volgens (5), ook 

(10) K=ff — *f 

mag schrijven, zoodat dus uit (6) en (7) volgt, dat 

<Pp = *p 
is. 

Men heeft derhalve de betrekking 

ƒ K(«,O0(O# — «iM«) + *i **(•)+ =A(«) 

of volgens (7) 

£-K(8,t)<p(t)dt=f(s)-<p(8). 

Derhalve is $ (#) eene oplossing van integraalvergelijking (8). 

Men toont eveneens gemakkelijk aan, dat als <p (s) eene oplossing van 
integraalvergelgking (8) is, de grootheden <p,, <p„ een oplossings- 
systeem van de vergelijkingen 

x, + k n x l +k n x % + == f, (j> = 1, 2 ) 

5 
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vormen, waarbij (#, x) convergeert; dat ($,<$) deze laatste eigenschap 
bezit, leert ons weer de volledigheidsbetrekking, waaruit men bovendien 
tot de volgende vergelijking mag besluiten: 

<Pi h 00 + 01 M*) + =fk(8,t)<p(t)dt=f(s) — <p(s), 

Het eerste lid dezer betrekking is volgens XXXXT uniform continu in s ) 
men mag dus met Q p (s) vermenigvuldigen en term voor term integreeren ; 
men vindt aldus 

<P l k pl +(p t k p% + ...... = f, — <p„ 

waaruit men dus ziet, dat <£,,$,, een oplossingssysteem is van de 

vergelijkingen 

(1 + k n ) *,+&„*,+ = f n 

(11-) k u x x + (1 + k u )x % + = f„ 



Verkeeren wij in het geval, dat de homogene vergelijkingen 

m * ( l +*n)*i + *ii*i + =°i 

K } *n*i+(l+*«)*i + =0, 



eene oplossing toelaten, dan neme men 

f (s) = 0, dus ook ƒ, = 0, f 2 = 0, 

Voldoen dan aan de vergelijkingen (1 l b ) de waarden x l = a ly #, = *j , , 

dan vindt men, volgens dezelfde beschouwingen, als hier boven, dat * t = 0, , 
& % = <J> 2 , , waarin <p (s) eene oplossing der homogene vergelijking 

(12) <p (a) +[k (s, t) <p (0 dt = 
is, en aangezien 

j*($(s)f ** = ** + ** + =1 

is, zal deze oplossing niet identiek nul zijn. 

Omgekeerd, is <p (s) eene oplossing der homogene integraalvergelijking 

(12), welke niet identiek nul is, dan vormen de grootheden <£,,<£,, 

een oplossingssysteem van de daaruit op de bekende manier afgeleide 
homogene lineaire vergelijkingen. 

In hoofdstuk III is aangetoond, dat, wanneer de homogene verge- 
lijkingen (ll b ) e lineair onafhankelijke oplossingen bezitten de linkerieden 
dezer vergelijkingen aan de e betrekkingen 

(13) fct*>M*) + lV*>M*) =0 (A = l,2, , e) 

voldoen, waarin 

L i (*) — (1 + k ll )x l + k lt x % + , 

L, (x) = k u x x + (1 + k it )x t + . . . . 



? 



is. Bij die gelegenheid is ook bewezen, dat 

(14) x t -ft», x, =/3 J(A) , (A= 1,2, , «) 
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e oplossingssystemen vormen van de getransponeerde vergelijkingen 

1(1 + *„)«, + **,*,+ =0, 

(15). \k lt x x + (1 + k 21 )x l + =0, 

Passen wij nn op de vergelijkingen (15) en de homogene integraal- 
vergelijking 

(16) 4,(8)+£K(t,8)*(t)dt = 

dezelfde beschouwingen toe als hierboven op de vergelijkingen (ll b ) en 
(12) dan vindt men, dat de grootheden (14) de Fourier-coëfficiënten zijn 
van e lineair onafhankelijke in s continue oplossingen van vergelijking 
(16), welke oplossingen wij zullen aangeven door 

*<»(*), *<*>(*), ,*»<•). 

De e voorwaarden 

(17) /W, + &«/t + =0, (A-l, , e) 

waaraan voldaan moet worden, opdat de vergelijkingen (ll tt ) eene oplos- 
sing bezitten, gaan wegens 



x 



*V»(s)f(s)d8 = W»f l +* 1 tofr + (A-l, , e) 



in 



(18) fV 1) (*)/ r («)^ = 0, ,r+M(8)f(8)ds = 

over; (17) heeft dus (18) tengevolge en omgekeerd sluit (18) (17) in. 

Wij zijn dus tot de stelling gekomen, dat wanneer de homogene 
vergelijkingen (ll b ) e lineair onafhankelijke oplossingen hebben, de ho- 
mogene integraalvergelijking (12) ook e lineair onafhankelijke continue 
oplossingen heeft. 

In dit geval hebben de inhomogene vergelijkingen (ll a ) eene oplos- 
sing, wanneer aan (17) is voldaan, of wat op hetzelfde neerkomt, wan- 
neer aan (18) is voldaan; dat de inhomogene vergelijkingen (ll a ) eene 
oplossing bezitten, sluit echter in, dat de inhomogene integraalvergelijking 

(19) <p (8) +jf fc (s, t) <p (t) dt = f (8) 

eene oplossing heeft. Vatten wij de resultaten samen, dan verkrijgt men 
de reeds door Fredholm gevonden stelling, dat indien de homogene 
integraalvergelijking (12) e lineair onafhankelijke oplossingen bezit, de 
betrekkingen (18) de noodige en voldoende voorwaarden zijn voor de op- 
losbaarheid van integraalvergelijking (19); de functies ^ (1) (s), ^ (S) (*), . . ., 
ip<'>(*) zijn oplossingen van de homogene integraalvergelijking met den 
getransponeerden kern K (*,*)• 
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§ 2. De integraalvergelijking met symmetrische kern. 

De theorie der kwadratische vormen van oneindig vele veranderlijken 
stelt ons ook in staat, eenige belangrijke eigenschappen af te leiden van 
de oplossingen der homogene symmetrische integraalvergelijkingen. De 
voornaamste eigenschap dezer oplossingen is wel, dat functies, welke aan 
zekere voorwaarden voldoen, ontwikkelbaar zijn in absoluut en uniform 
convergeerende reeksen, waarvan de termen uit die oplossingen zijn 
samengesteld, zooals dat bij de reeks van Fourier geschiedt. 

Zij gegeven de integraalvergelijking 



f(8) = <p(s)-lf*K(8,t)<p(t)dt; 



hierin zijn f(s) en K (s, t) gegeven continue functies, bovendien is K (a, t) 

symmetrisch. <J> ($) moet bepaald worden, * is een willekeurige parameter. 

Evenals in de vorige paragraaf ga men weer uit van een volledig 

systeem van orthogonale functies 4>, (#), 4> s (s), , waarmee men de 

functies k q ($) en de grootheden h n als volgt vormt: 

& w =f rK(0 9 Q* f (*)* f (Qdt<fe. 
Aangezien E (s, t) symmetrisch is, is 



Weer is 



zoodat dus 



k„ — Jc i9 . 



2 K*^ P jf*(K(0,o) a *^, (zie blz. 64) 



K(a?,y)= 2^^y c 

pq=l 

een volkomen continue, symmetrische, bilineaire vorm is en men dus, 
volgens § 1 van hoofdstuk III K(x) door middel van eene orthogonale 
substitutie als de som van de kwadraten van orthogonale lineaire vormen 
kan schrijven; derhalve geldt de betrekking 

(1) K(x) = k l x» + k % x l ' 2 + 

Hierin zijn #/, #,', orthogonale lineaire vormen der oneindige 

vele veranderlijken x n x %1 Onder deze Jc iy Jc t1 zijn er wellicht, 

die de waarde nul hebben; de lineaire vormen, die bij deze coëfficiënten 
behooren, zullen wij afzonderen; laten deze zijn 

x k \ = M, (x) = m n x 1 +m l% x % + 

xu! = M 2 (x) = m u x 1 +m tt x t + 



De overige ft's geve men door x,, x 2 , en de lineaire vormen, die 

er bij behooren, door 
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L, (*) = l u x t + l lt x t + 
L, (*) = l tl *, + ht *, + 



aan; formule (1) wordt dus 

K(x)=K 1 (L t (x)) a +K t [L t (x)y+ 

Bij de methode, die hier ontwikkeld zal worden, spelen de betrekkingen, 

die er tusschen de vormen L, (#), Lj (#), , M, (#), M, (rr), en 

K(ar, y) bestaan eene voorname rol; ik zal daarom deze betrekkingen, die 
reeds in § 1 van Hoofdstuk III afgeleid zijn, nog eens herhalen. 
De betrekkingen 

L,(.)M-) = 0, 

M-)M-) = i, 

L,0)M,(-) = 0, 

duiden aan, dat die vormen orthogonaal zijn. 

Aangezien de L's en de M's te zamen een volledig orthogonaal systeem 
vormen, heeft men ook nog de betrekking 

V + V+ =(L i (x)y + (L 1 (x)y+ 

+ (M 1 (oO) a + (M 1 (*))* + , 

die ook aldus te schrijven is: 

*iyx+x%y%+ =Mtf)Li(y) + M*)Li(y)+ 

+ M 1 (a0M 1 (y) + M 1 0r)M,(y)+ 

Bovendien is 

K(x r )L p (-) = x p L p (x) 
en 

K(av)M p (.) = 0. 
De methode, die bij de integraalvergelijking met symmetrische kern 
gebezigd wordt, vertoont groote overeenkomst met die, welke in de vorige 
paragraaf behandeld is en bestaat hierin, dat men van de volkomen con- 
tinuïteit der lineaire vormen L t (ar), L t (#), gebruik maakt, door 

voor de veranderlijken x t , x t , geschikte functies van 8 te nemen ; 

de aldus verkregen reeks is uniform continu in s en laat zich gemak- 
kelijk term voor term integreeren. Voor die functies van 8 kiest men 
evenals in de vorige paragraaf 

K (*)> K 00> > 

zoodat dus 

L, (*(*)) = ^WHM')+ 

en 

(2) JU(k(s))* q (8)d8 = l pl k qi +l pt k qi + 

is. De laatste betrekking laat zich nog anders schrijven. Wij weten 
namelijk, dat 

K(x L .) = * M*) 
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is; vergelijkt men nu de coëfficiënten van x q in de beide leden dezer 
vergelijking met elkander, dan vindt men 

00 

2d Ipr *qr &t = *p *pq x i j 
r=l 

Of 

hn K a + Ipt *i% + = *f Ifn 

zoodat men dus voor (2) ook 

(3) jfL,(i(*))* f (*)<fe = x,J M 

mag schrijven. 
Stelt men 

(4) L, (k («)) = *, <p,(»), *,5*0 
dan gaat (3) over in 

(5) £<P,(8)* f (8)d3 = l„ 

Wij zien dus, dat de coëfficiënten l fX , l n , in den lineairen 

vorm Lp(#) de Pourier-coëfficiënten zijn van zekere continue functie P (s) 
met betrekking tot het orthogonale volledige stelsel 4> t (s), <t> s (a), 

Het zal blijken, dat de aldus gedefinieerde functies <p t («), $,(*), 

de homogene integraalvergelijking oplossen, en bovendien de volgende 
eigenschappen bezitten: 

De orthogonaliteit der functies <p, (*), <p, (*), bewijst men door 

in de volledigheidsbetrekking 

»(*) = <Pp(s) en t?(*) = <M«) 
te stellen, waardoor men tot de volgende vergelijking komt: 

f},(s)<P 1 (»)<h = l n l il +l n lu+ =L,(.)L,(-) = 0. 

Voor 

P — 9. 
vindt men 

(5) jT(<M*)) *-$. + & + =L,(')M-) = 1. 

Volgens de volledigheidsbetrekking is bovendien 

K(M)$,(()<ö = M»)^ + ^W'«+ ==*,<M»)> 



JP 



JP 



of, indien men x, = — stelt, 



A, 



<*>, («> = a, fk (*, o <p f (t) dt. 
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De homogene symmetrische integraalvergelijking 
(6) <p (s) = A IK (s, t) <p (t) dt 

bezit dus zeker voor A == \ f eene oplossing cp (*) = <p 9 («), die niet iden- 
tiek nul is; dit laatste volgt uit betrekking (5). A, is eene hoofdwaarde en 
p (s) eene karakteristieke functie der homogene integraalvergelijking (6). 
Als laatste toepassing van de theorie der bilineaire vormen van on- 
eindig vele veranderlijken, zal ik thans de ontwikkelbaarheid bespreken 
van functies in reeksen, waarvan de termen door karakteristieke func- 
ties gevormd worden. Bij het bewijs dezer stelling, gaat men uit van de 
betrekking 

(?) *iyx+*%y%+ .-.-'. . = L I (tf)L I (y) + L 2 (a?)L a (y)+ , 

waarin men, zooals dat al meermalen heeft plaats gehad, voor de ver- 
anderlijken x t ,x 2 , en y,, y 1} geschikte functies van s kiest; 

en wel stelle men bij deze afleiding 



*f = &=J/ (*)**(«)<&> 



waarin g (*) eene willekeurige continue functie van s is. 
Voor y„ stelle men 



k f (*) = ƒ K (s, t) *, (f) dt. 



Het linkerlid van (7) wordt derhalve 

voor welke reeks men, in verband met de volledigheidsbetrekking, ook 

TL(8,t)g(f)dt 



I) 



mag schrijven. 

Om na te gaan, welke gedaante het tweede lid van (7) na de sub- 
stitutie aanneemt, moeten eenige beschouwingen voorafgaan over de reeks 

L 1 (^)L 1 (y) + L 1 ( a? )L 1 (y)+ +M 1 (*)M 1 (y)+ 

Om te beginnen blijkt M, (A («)), d. i. M, (re), waarin x t = k x (s), 
x % = k x («), gesteld is, nul te zijn; want uit 

M j> (* (*)) — m n K 00 + m n K (*) + 

of 



j a M f\ k (*))** W * = m n k n + m Pt k n 



+ 



volgt, in verband met de betrekking 

K(x r )M p (>) = m pl k qi +m n k qi + = O, 

dat 



fh p (k(s)y q (8)d8 = 



18. 
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Door nu in de volledigheidsbetrekking 

M ( 8 ) = t>(8) = M,(&(8)) 

te stellen, vindt men 

j[*|M,(*(*))| 8 efe = 0, 

zoodat dus identiek in 8 

M,(&(s)) = 
is. 
Verder leert nog eene nadere beschouwing van de reeks 

L 1 (a;)L 1 (y) + L 1 (x)L 1 (y)+ , 

dat deze absoluut en uniform in de y's convergeert voor 

(y,y)gM, 

in welke ongelijkheid M een eindig getal is. De juistheid van deze be- 
wering ziet men in, door op te merken, dat 

(l, (*))'+ (l, (*))*+ £ (*,*) 

en dus 

(8) L, (*)L,(y) + L t (x)lj t (y)+ 

een volkomen continue vorm in L, (y), L, (y), is, indien (se, x) 

eindig is ; maar aangezien de L (y)'s zelf continue lineaire vormen in de 
y's zijn, convergeert (8) volgens (XXXXI) ook uniform en absoluut in 
de y's voor (y, y) g M. 

Na deze beschouwingen kunnen wij nagaan wat het rechterlid van 
(7) wordt, wanneer men 

x P = 9f en !fr — **(*) 
stelt. 

De lineaire vorm L p (se) gaat over in 

L r(ff) = lpi9i + lp*9i+ , 

waarvoor men wegens betrekking (5) ook mag schrijven 

(9) L,(y) = <p w <7 1 +<p M y,+ 

Hierin is 

Wegens de volledigheidsbetrekking gaat vergelijking (9) over in 

!*(£) = J a 9(9)(p p (8)ds. 

Ten slotte moet in L f (y) nog gesubstitueerd worden 

y q = k q (s), 
zoodat deze lineaire vormen door L, (&(*)) voorgesteld worden, of vol- 
gens (4) door 

K p (p p (8). 
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Aangezien M, (£(*)) = O is, gaat het tweede lid van (7) over in 

( f) («) 0. («) *)(«, 0, («))+( J[i (») <P. W *)(«. <M»))+ • • • 
Stellen wij nu 
(10) ¥(8)=JK(8,t)g(t)dt 



en 



<*, = j[ P («) <p, («) <fo = jT'jfk (8, t) <p f («) 9 (t) d8 dt 
=jUt)JK(8,f)<p,(8)d8dt 
= K,f' 9 (t)<p f (t)dt, 

dan vindt men 

(il) ï , («)="'»<M») + «i<M«)+ 

Eene functie F($), welke voldoet aan voorwaarde (10), is dus op de wijze 
van eene reeks van Fourier te ontwikkelen in eene absoluut en uniform 
convergeerende reeks, waarvan de termen gevormd worden door de ka- 
rakteristieke functies van den symmetrischen kern K (*, t). 

§ 3. Oplossing ran de inhomogene integraalvergelijking m 
symmetrische kern. 

Ons uitgangspunt is weer de integraalvergelijking 

(1) f (a) = <p(8)- A ƒ K (s, <p (t) dt. 

K(s, t) is weer symmetrisch, f(s) en K(s, t) beide continu, (p(s) wordt 
gezocht. Ondersteld wordt verder, dat A geene hoofdwaarde is, dit wil 
zeggen, dat de homogene integraalvergelijking 

(2) <p («) = A jfk (*, t) <p (t) dt. 

voor die waarde van A geene oplossing toelaat, die niet identiek nul is. 
Wij weten reeds uit § 1 van dit hoofdstuk, dat in dit geval de in- 
homogene integraalvergelijking (1) wel eene oplossing toelaat. Stellen wij, 
om deze oplossing te vinden, 

<P(8) = f(8) + F(8), 

dan wordt, in verband met (1), 

(3) F (8) = A ƒ K (*, o( f (t) + F (t))dt 

de vergelijking, waaraan door eene continue functie F(«) voldaan moet 
worden. 

Volgens het ontwikkelingstheorema van de vorige paragraaf is dus 
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(4) F (s) = f <p, (8) f F (O <ï>, (O dt. 

Uit (3) volgt echter, door met <p,(s)ds te vermenigvuldigen en van o 
tot 6 te integreeren, 

ƒ F (s) <p, (8) d$ = A jf* j f (0 + F (0 1 <fc jfk (8, f) <p, (s) ds . 

en, daar <p, (s) eene oplossing is van (2), waarin voor A de hoofdwaarde 
A y genomen is, blijkt 

f F ( 8 ) <p, (8) ds = ^ f ƒ (0 <?>» (0 d< + f Tf (0 $, (0 dt 

te zijn. 

Wij krijgen dus 

(6) J[p (0 <p 9 (0 * = 3^^- j[ ƒ (0 4>> (0 * 

Dit in verband met (4) geeft 

of 

(?) $ («) = ƒ («) + a | £^L ƒ f (o <p, (o dt. 

Omgekeerd kunnen wij uitgaan van (7) en aantoonen, dat <J)(s) aan de 
integraalvergelijking (1) voldoet Eerst dient dan nog te worden aange- 
toond, dat 

(8) fpVLffQt,®* 

absoluut en uniform convergeert voor A jé x ¥ wat geschiedt door middel 
van de betrekking 

(») £^ ƒ f(t) <b (t)dt =— A-^ jfk (*, o <p, (o a. ƒƒ (0 0- (0 *■ 



1_ _ • 



Op dezelfde manier, als wij hebben aangetoond, dat de reeks (11) blz. 78 
absoluut en uniform in 8 convergeert, toont men aan, dat 



f ƒ K(s, <p 9 (0 dt.£f(t) Cp v (0 * 



uniform en absoluut convergeert, hetgeen dezelfde eigenschappen meebrengt 
voor reeks (9); want, indien het aantal hoofdwaarden oneindig is, weet 

men, dat zij zich slechts in het oneindige ophoopen ; voor is der- 

1-- 

halve eene grootste waarde aan te geven en dus bezit reeks (9) en ook 
reeks (8) de onderstelde eigenschappen. Wij kunnen nu gemakkelijk aan- 
toonen, dat (7) aan integraalvergelijking (1) voldoet. 
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JPk (», t) <p (o dt = x f j^tj; ƒ ' K <*> O ^ W *• j[V(0 4>» (O <*< + 
+ ƒ K (», o ƒ (o <* = f --h—. ^J[V(0 *. (O * +ƒ K (s, O /XO*. 

Na is volgens het ontwikkelingstheorema van §2 van dit hoofdstuk 

jf k («, o f{t) dt = f ^ j[V (0 <P. (0 * 

en dus 



of 



JpK(M) *(<)<«= 2 j£z^/V<0fc<0*-^ 



zoodat dus door <J) (s) aan de integraalvergelijking voldaan wordt. 

Is nu A eene n-voudige hoofdwaarde, d. w. z. heeft voor die waarde 
van A de homogene integraalvergelijking n oplossingen, dan weet men 
reeds uit de beschouwingen van § 1, Hoofdstuk IV, dat de inhomogene 
vergelijking (1) slechts dan eene oplossing toelaat, wanneer f(s) voldoet 
aan de n voorwaarden (18), bl. 67; wegens de symmetrie van den kern 
E (*, t) gaan deze voorwaarden over in n betrekkingen van de gedaante 



f 



waarbij <p v elk der n oplossingen voorstelt van de homogene integraal- 
vergelijking met de hoofdwaarde A. 

Zijn 1,2, , n de waarden van v, waarvoor <p v (s) bij de hoofd- 
waarde A behoort, dan is nu, wanneer aan de n voorwaarden voldaan 
is, de oplossing van vergelijking (1) 

cp(s) = f («) + j a,<M*) + A I r^fVw^W*. 

waarin a* willekeurige constanten zijn ; men verifieert deze oplossing door 
substitutie. 
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HOOFDSTUK V. 



Dit hoofdstuk zal ik aanvangen met in het kort de oplossingsmethode 
van Volterra te bespreken; deze en de hierboven behandelde methode, 
met elkaar in verband gebracht, geven een middel aan de hand, om van 
eenige symmetrische kernen de hoofdwaarden en de karakteristieke functies 
te bepalen. 

§ 1. Oplossingsmethode van Yolterra. 

E (s, t) zij weer eene continue symmetrische functie van 8 en t in het 
interval (a, 6); bij deze symmetrische kern bepale men de zoogenaamde 
geïtereerde kernen K, , K a , , welke als volgt gedefinieerd worden: 

K a (8,0=j[K(«,T)K(T,a)dr 

Ki (s, = jf K (s, t) Kj-! (t, *) dr. 

Men ziet onmiddellijk in, dat de definitie van de geïtereerde kernen 
de volgende betrekkingen meebrengt: 

Ki(« l 0-j[*.. v ..j[K(«,T 1 )K(T ll T a ) Kfo-!,*)*!-! dr n 

MM)=j[*- JTk^tOK^.tJ K^^O*^! dr„ 

K<+>(M=J[ J^Kfo^KCr,,^) KCTi+^^QdTi+j.! dr r 

Uit deze drie betrekkingen volgt, dat 

(!) Ki +i (*, = ƒ K, («, t) K, (r, Q dr 

is. 

Met de geïtereerde kernen, vorme men de reeks 



K (s, t) = K, (s, t) + A K, («, + a' K 3 (8, t) + 
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waarvan wij onderstellen zullen, dat zij voor waarden van s en £, tus- 

schen a en b gelegen, uniform convergeert, 

De som van de eerste n termen van E (*, t) duide men aan door 
S» (s, t) en de daarbij behoorende rest door R„ (s, t\ waarvoor dus de 
volgende betrekking geldt : 
R m (8,t) = t.*K n + l (s,t) + V+*K n + % (8,t) + >.*+*Kn + 3(8,t) + 

Volgens (1) mag men hiervoor ook schrijven 



(2) 






in welke vergelijking j nog bij elke term mag varieeren, mits,/<i blijft. 
Neemt men in (2) eerst voor j de waarde w, en daarna de waarde 
* — n, dan vindt men achtereenvolgens 

R„ (*, Q = A-jT*K(^ÖK,(r,0 dr 
en 

R.(3, *) = A«jf K.(s, t)K(t, dr 

Door in deze laatste betrekkingen voor n de waarde 1 te nemen en 
te bedenken, dat 



R l (8,t) = K(8,t)-K l (8,t) 

is, vindt men de volgende twee belangrijke eigenschappen: 

K (a, t) — K (s, t) = A JK (8, t) K (t, *) dr 
en 

K («, e) — K (*, = A JK (*, T)K(T,QdT. 

Deze betrekkingen zijn in het overzicht van hoofdstuk I langs geheel 
anderen weg afgeleid, en dan nog wel met dit verschil, dat de aldaar 
gevonden functie E (*, t) (reciproke functie), met uitzondering van de 
zoogenaamde hoofdwaarden, beteekenis had voor alle waarden van A, 
terwijl de hierboven gebezigde vorm van K (s, t), alleen beteekenis heeft 
voor die waarden van A, waarvoor de reeks 

(3) K t (s, + A K, (s, t) + A 2 K 2 (s, t) + 

convergeert. Uit de eenwaardigheid der reciproke functie volgt verder, 
dat in het gebied, waar de reeksontwikkeling (3) beteekenis heeft, zij 
slechts een bijzondere vorm is van de algemeene gedaante der resolvente, 
waarvoor wij in hoofdstuk I 

*(A) 
vonden. 
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In hoofdstuk I blz. (6) bleek bovendien, dat de oplossing der inte- 
graalvergelijking 

(4) ƒ(*) = <|> (*)-*ƒ k(M)<M0*, 

waarin A geene hoofdwaarde is, de gedaante 

<P (s) = f(s) + aJ[*K(M) f{t) dt 

beeft. 

In hoofdstuk IV vonden wij voor de oplossing van vergelijking (4) 
bij enkelvoudige hoofdwaarden 

*■<•) = m + * i r^ f f w *• w *• 

Aangezien de oplossing éénwaardig is, is 

en uit het feit, dat deze vergelijking voor alle continue functies f(t) 
moet doorgaan, mag men besluiten tot de gelijkheid 

(6) wm-V-^^ 

of tot de vergelijking 

f»- 1^,-2*^0 

« = 1 A„— A 



Deze betrekking leert ons, dat de polen van de resolvente K(*,t) de 
hoofdwaarden zijn, die behooren bij den symmetrischen kern E (*, t) ; het 
is deze betrekking, waarvan bij de volgende voorbeelden gebruik zal ge- 
maakt worden. 

§ 2. Onderzoek van eenlge symmetrische kernen. ') 

Zij gegeven de in 8 en t symmetrische kern 

K (*, t) = cos (8 + 1) + cos (8 — t). 

Hiervan zal ik in het interval f 0,^J de resolvente bepalen; deze is van 
den vorm 

f*-»K.(«,0 , 

» = 1 

waarin K„ («, t) zeker de volgende gedaante heeft 

K H (s, t) = A» cos (8 + t) + B„ cos (8 — t) + C„ sin (s + *). 

Kan men nu A», B» en C» als functies van n vinden, dan heeft men 
dus de algemeene gedaante van 
K„ (s, 

1) Hilbirt en Schmidt hebben in de reedt vroeger aangenaaide verhandelingen aangetoond, 
dat een svmmetriiche kern minstens ééne boord waarde heeft. 
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en hiermee ook de reeolvente 



K(*,*) 
gevonden. Teneinde A„, B„ en C» als functies van n te vinden ga men 
als volgt te werk; men heeft 

K»+i= I jco8(«+T)+co8(«-^r)}jA»eo8(T4 *)+B,,co8(t— t)+C m *in(r+t)\dT. 

Werkt men de integraties uit, dan komt er 

K. + i=^[j(»s(ir + + 8in(s-0] + Y[|co8 ( 8 + t) + sm(8 + t)~\ + 



K + l cos (s + t) + B n + Ï cos(s — f) + C, + i sin (s + *) = 

=(¥+¥+t)~<'+'>+(t+¥+tW-'> + 

Gelijkstelling van de coëfficiënten geeft 



. ft,T C, A.5T 

„ A»t B„w C, 

B. + 1— -4- + -J- + Y» 

r _ A. ft. cu 

^«+1 — — Y + Y + -4-» 



A.+i = 5^i A» + 1 = ft, + i, C» + i=0, 



Men vindt dus 
2 



of ^=(2)" A . = (f) : 

Hieruit volgt dus 

K.= (f)"~ 1 CO8(» + + (^)"" 1 CO8(«-0 



en 

00 



f A— 1 K*(s, = } cos(a + t) + eos(8 - 9| S A— » (5)" * = 



= )C08 (8 + t) + 008 (8 — t)\ | 



dus volgens (5), § 1 van dit hoofdstuk is 

w 2 ; =2 *,->. • 

IC 



'-4 
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2 

Er is dus ééne hoofdwaarde, namelijk >., = - en wij zullen de hierbij 

behoorende karakteristieke functies berekenen; om 't aantal ervan te 
bepalen bedenke men, dat men heeft; 

volgens (1) heeft men 

(<M*))"-|(co.(2«) + l), 
dus 

f* 2 (<P* (*)Jds =| Pi cos (23) + 1 | ds = 1. 
Er is dus ééne karakteristieke functie, die wij als volgt vinden: 
2 cos (s + t) + cos (« — t) | = <p v (s) <p v (*), 

TT C08 8 COS t = $ v («) <p* (*), 

cpy (s) = VVcos 3. 
Hiermee heeft men dus de hoofdwaarde en de karakteristieke functie van 
den kern 

cos (8 + t) + cos (8 — *) 

gevonden. Men had ook anders te werk kunnen gaan ; voor cos (s + t) + 
+ cos (s — t) laat zich namelijk ook 2 cos 8 cos t schrijven, hetgeen van den vorm 
f (8) f (f) is; van alle kernen, die als het product van twee functies zijn 
te schrijven, laten zich de hoofdwaarden en karakteristieke functies be- 
palen; dit blijkt uit de volgende berekening: 

K* -JpW P (t) f(t) dr = K, j*(f {T))*dT, 
Door 

jCV«)*- P 

te stellen, gaat K„over in 

K.-P— i^. 

De resolvente E (#, f) wordt dus 

| A— * K. (3, *) = f A— * P-i K, = f (8) f(t) f A— * P- 1 

1 1 1 

p/W(<) 
= — 1 
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Er is dus steeds eene hoofdwaarde, namelijk A, = ^ en ééne karak- 
teristieke functie. 

Om een tweede voorbeeld te behandelen neem ik als kern 
K (s, t) = cos (« + t) + sin (s + 1). 
K» (s, t) is zeker van den vorm 

A„ cos (s + t) + B, cos (8 — t) + C„ sin (s + f), 
zoodat dus de volgende betrekking geldt 

w 

K-+ 1 (s, t) = P cos (s + t) + sin (t + *) j | A. cos (r + 1) + B„cos(t — t) + 

+ C n sin (t + dr. 

Na uitwerking der integraties en gelijkstelling der coëfficiënten in de 
beide leden der laatste vergelijking vindt men 

. A- B„t C n 

(1) B n+1 =^, 

_ A. JR.T 0. 

stel 

(2) P.= J pA. + ?B. + rO. 

In deze laatste betrekking zullen wij de constanten p, q en r zoo bepalen, 
dat 

is, zoodat 

P. + i=P"P, 

is. Door dit op 3 verschillende manieren te doen, verkrijgt men 3 ver- 
gelijkingen, waaruit A„, B» en C„ als functies van n kunnen worden 
opgelost. 

Uit (1) en (2) volgt, dat 

_p , p B,y , p O» , qk n w r k H rB n rO n 
— 2 *~ i ~"~T~~+~2~ + -2 — 2 + 4 + 2 

-(« + 1 f-iK + ( < T + T)»-^+i)«- 

is ; j>, ^ en r moeten dus zoo bepaald worden, dat 

p + qir — r*(p + r) = p + r = 
2p 4q 2r P 

is en dit wel voor drie verschillende waarden van p. 
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Ik heb respectievelijk genomen 

p,=0 , p = l ,r = — 1, en2== — -, 






>-A'- 



-i J» — +1/ ^— 1» r = lenj = |, 



Ps = g ' P^ — V 1 ^— 1 ' r — l en j — J. 

Men verkrijgt derhalve de 3 volgende vergelijkingen waaruit A., B» en C, 
als functies van n zijn op te lossen 



0-A.--B.-C, 



T . 



(3) Q.-l/'^-lA.+ ^B. + C., 

b,=-1/^-ia. + |b. + c. 

en aangezien 



o o o l' + VT^" 



en 

B, + 1 = , 3 R, = ,,- R, =J 2 



is, gaan de vergelijkingen (3) over in 



o = a.-|b.-c., 



(4) 

2« 



('^T-'L v^^u^ 



Stel |/ ^_l= f . 

Door Aa uit (4) op te lossen vindt men 

(„) A. = "+"•- <■-')- , 

en in verband met (2) 



Digitized by VjOOQlC 



83 

5T «> (1+f)— ï — (1— f)»" 1 



v v / 






•u* 


— 2 "- 1 "~ 


2* 


2— 


1 


(5*) 








C„ = 2A„ + 1 — A.— 


T*- 


-1, 


en E» 


is 


dus 


van 


de volgende 


gedaante : 







A»cob(*4-0 + 2 A »-i cob(« — + (2A. + i — A* — -^- A„_i) sin(s + *), 

of 

TT ir 

K m = A„ {cos (* + 1) — sin (« + 9} + g- A»-i {cos (* — Q — — sin (« + t)\ + 

+ 2A„ + isin(s + 0- 
Door nu 

sin (8 + 1) = /■ (*, 0, 

(6) cos (s + — «n (* + =* A (*, 9, 

cos (3 + — |*in (* + = A (*, t) 
te stellen, verkrijgt K„ den meer o verzichtelij ken vorm 

2 A.+i /, (s, + A. f % (s, t) + J A..1 A (•, 0- 
Voor de resolvente kan men dus de volgende betrekking opschrijven 

00 OO 00 

K(«, t) — 2 A— 1 K. («, = 2 fi («,*) 2 A— »A.+i + ƒ,(«, 2a— 'A.+ 

»=1 f»=l * = 1 

Boor middel van de betrekkingen 5*, 5* en 5' kan men eiken term 
van het 2 e lid der laatste vergelijking afzonderlijk berekenen, en wel 
als volgt: 

2 A o», OS*"" 1 a.* i - 2 /; («, o 21 *- 1 * fr + il, ' 
-af r. ftö-Lfï—L-— 2ff^ ( 1 - f )' 1 

-2A(»,o-2ft- — r+7 - 8 /i(»»o- ï i T - — fTJ' 

1— A-g— 1_^___ 

A <«, 2 A-» A. _ /; («, o f a-» + 0' -0-0» 

-i^Ot: — r+7-2^'^1 : i-« - 

1— A-y- 1— A— y- 
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(6) gaat dus ten slotte over in 



2a-»K.<«,<) ï ^ ï-i±i 

» = i _r > 

: ___ 



1 — f 

Er zijn derhalve twee hoofdwaarden nl. 

2 2 

A ' = TT7' Aa=s r^7 # 

Om 't aantal karakteristieke functies te bepalen, behoorende bij A, en x % 
moet men nog berekenen 

w w 

f 2 (<Pr (1) (»))'* en £ 2 (<P, (2) (*))"*; 

de indices (1) en (2) geven aan, dat de QJs in de eerste integraal bij 
A, en de <p/s in de tweede integraal bij A 2 behooren. 

2 (0»* 1 * ( s )) en 2 (0» (8) ( s )) verkrijgt men door in de tellers der 

breuken (7) t door s te vervangen en de betrekkingen (6) te gebruiken. 
Men vindt 

f* 2 (q* (1) (*))** = f I^T^ 8in 2s + 7 ( cob2 « — 8in 2s ) + 

2T 



cos 2 s — ^ — tt— — - sin 2 s \ ds ; 



f (1 + f) 2 £ (1 + f) 

deze integraal levert als uitkomst 1 op, zoo ook 



jf 2 (W ï} «)*• 



De beide hoofdwaarden gaan dus vergezeld van ééne karakteristieke 
functie. De beide tellers van (7) moeten dus te schrijven zijn als 

<p(s) <p(t). 
De teller van de eerste breuk laat zich schrijven als 

(8) (sin s cos t + cos 8 sin t) 1 — g n 4- 1 + - (cos s cos * — sin s sin t) 

+ - 1 (cos s cos * + sin s sin n, 

Deze vorm moet dus te ontbinden zijn in 

(9) (A sin s + B cos «) (A sin J + B cos t). 
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Door gelijkstelling der coëfficiënten in de vormen (8) en (9) zijn A en B 
te berekenen, wij vinden dan de karakteristieke functie behoorende bij 

A « ~ 7"j7~ genormeerd. 

Gemakkelijker gaat men echter als volgt te werk. Men heeft 

ir 

<p (s) = x [k (s, *) (p (t) dt 
Jq 

(10)Asin3 + Bcoss«:r— - I co8(s+0 + 8in(8 + ^) j AsinJ + Bcos* \dt, 
door beide leden door B te deelen en ^ = C te stellen, gaat (10) over in 

w 

C sin 8 + cos 8 = y— I I cos (« + t ) + sin (« + f) \ J C sin t + cos t dt. 
Na uitwerking der integralen en gelijkstelling der coëfficiënten vindt men 



dus 



C = 



7T 

'S 



'+ï 



en voor de genormeerde karakteristieke functie 



TT 

cos«H sm* 




*~ 2 

cos f H sin t\ dt 



>+i 



Bij de hoofdwaarde A a = 



1— £ 



behoort de karakteristieke functie 



f + 



cos*- 



1+ï 



2 . 
sins 




' + 2 
cos* ein* I dt 



De berekening van de hoofdwaarden en de karakteristieke functies van 
den kern 
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cob (s -f t) + sin (s + t) 
kan wat bekort worden door te bedenken, dat, wanneer K„ (#, t) van 
den vorm 

A n cos (s + t) + B„ cos (5 — t) + C» sin (s + tf) 
is, de resolvente ook deze gedaante heeft en men er dus 
A cos (8 + t) + B cos (s — + C sin (s + t) 
voor mag schrijven ; de grootheden A, B en C vindt men uit de betrekking 



K («,*) — K (*, t) = A f K(«,t) K (r, t) 



dt. 



Deze laatste methode ter bepaling van de resolvente kan men met vrucht 
toepassen op den kern 

Als resultaat vindt men 



K( 8 ,<) = - 



1 


C^y" 1 


ou- 


- 1 ?»- 1 <Vy 


1 1— A?ï°. 


C ° 
— A2^ÜL. - 

m + 2 


c ° 

-ArüL 

m+3 


. _ A C -° 

8» + l 


x -a°=! 

m 


M+l 


m + 2 


-a c - 1 

2» 


«• — 1 


C 2 

— Ar*_ - 


C 2 

-ArüL. 

M+l 


— A ^ m 

2» + l 


» 

ar — ArüL 

1 


» 

— ArüL 

2 




1 — A *"» .■ 

M+l. 



1 — A 



c. 1 



1— A 



' M + l 



— A. 



2m+1 

(V 

2m 



-aC=! -a C - 



1 2 

waarin C M ? de ^ binominaal-coëfficiënt is van m. 



1-A< 



M + l 



Bij de hier behandelde kernen waren de polen van de resolvente 
enkelvoudig; dit is steeds het geval, wanneer de kern symmetrisch is. 
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1. De toepassingen, die Adolf Kneser in zijn leerboek, getiteld „Die 
Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der mathematischen Physik", 
van de integraalvergelijkingen geeft, zijn niet geschikt om den lezer te 
overtuigen van het groote nut dezer vergelijkingen voor de theoretische 
natuurkunde. 

2. De methode, welke Neumakn gebezigd heeft om te bewijzen, dat 
het probleem van Dirichlet oplosbaar is, verschilt in haar wezen niet 
van de methode, door Fredholm gevolgd. 

3. Eene kern is geheel bepaald door hare hoofdwaarden (Eigenwerte) 
en karakteristieke functies (Eigenfunktionen). 

4. Tweemaal differentiëeren is een middel, dat dikwijls bij eenvoudige 
kernen kan toegepast worden, om eene integraalvergelijking op te lossen; 
o. a. is dit het geval met de kernen, die in dit proefschrift behandeld zijn. 

5. Hoewel de methode, door E. Schmidt gebezigd, om de lineaire 
integraalvergelijkingen te behandelen, sierlijk en vlug de meest belang- 
rijke resultaten levert, geeft zij minder, dan de methode van Fredholm, 
een inzicht in het wezen der integraalvergelijking. 

6. Bij de afleiding van de tweede stelling van het gemiddelde, maakt 
E. Cesaro (Elementares Lehrbuch der algebraïschen Analysis und der 
Infinitesimalrechnung blz. 694) tenslotte de opmerking, dat, indien f(x) 
bij de grenzen a en b discontinu is, men in de vergelijking 

J ƒ(*) <P(x) dx = f(a) J <p(x)dx + f(b) j Q(x) dx 

f{a) en f(b) moet vervangen door f(a + 0) en f(b — 0) ; dit is niet noodig. 
Indien f{x) stijgend is, mag men f(a) en f(b) vervangen door wille- 
keurige getallen A en B, mits 

A g f(a + 0) en B è f(b — 0). 

7. Het bewijs, dat Kiepert (Grundriss der Differential- und Integral- 
rechnung blz. 250) geeft van de betrekking 

*■ , 11 1 

T =1 — 3-+T-T + 

is onjuist. 

8. Door geen beroep te doen op het uniform continu zijn eener continue 
functie geeft Whittaker op blz. 42 van zijn Course of Modern Analysis 
een onvoldoend bewijs van het bestaan der integraal van zulk eene functie. 
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9. De methode, die in de analytische meetkunde dikwijls gebezigd 
wordt, om bijzonderheden, die zich in de vergelijkingen kunnen voordoen, 
af te leiden uit de meetkundige aanschouwing, is onvolledig. 

10. De beschouwingen, die G. Scheffers in zijn leerboek der 
differentiaal- en integraalrekening, 4e en 5e druk blz. 287, over asym- 
ptoten houdt, zijn onvoldoende. 

11. Congruentie laat zich niet bewijzen door op elkaar leggen der figuren. 

12. De gebruikelijke wijze, om tot de bewegingsvergelijkingen te 
komen, is het invoeren van krachten in plaats van verbindingen (het 
zoogenaamde vrijmaken der punten). Het blijft echter de vraag of ver- 
bindingen steeds door krachten vervangen kunnen worden. 

13. In de theorie der integraalvergelijkingen worden zekere be- 
schouwingen uit de oude electriciteitsleer weer opgevat. 

14. Eene afleiding van de tweede hoofdwet der mechanische warmte- 
theorie, waarbij gebruik wordt gemaakt van de eigenschappen der ideale 
gassen, zooals dit in het leerboek van Plajstck geschiedt, verdient niet 
de voorkeur boven eene afleiding, welke daarop geen beroep doet, zooals 
die van Bryan. 

15. Het bezwaar, dat volgens den Heer A. D. Fokker (dissertatie 
blz. 15) het verstand tegen eene werking op een afstand heeft, is het 
bezwaar, dat het verstand tegen elke werking heeft. 

16. De afleiding van M. W. Crofton der foutenwet, zooals Czuber 
die op blz. 251 (2e druk) van het eerste deel van zijn boek over waar- 
schijnlijkheidsrekening weergeeft, heeft het bezwaar, dat voor fouten, 
onderworpen aan verschillende voorwaarden, dezelfde foutenwet als geldig 
wordt aangenomen. 

17. De philosophische beschouwingen, die prof. Holleman in de 
inleiding van zijn leerboek der Anorganische Chemie over onze kennis, 
omtrent de voorwerpen in de natuur, houdt, lijken mij op sommige punten 
moeilijk te verdedigen. 

18. Het blijft de vraag of de voordeden van het populariseeren van 
wetenschappen opwegen tegen het gevaar van misverstand. 

19. Het ware wenschelijk, dat de studenten meer in de gelegenheid 
waren zich te oefenen in welsprekendheid en het zuivere gebruik der 
Nederlandsche taal. 

20. Het verwerken van veel stof doodt bij de leerlingen de neiging 
tot zelfstandig denken. Daarom is beperking der leerstof op de H. B. S. 
aan te bevelen en is het ook al om die reden af te keuren, de beginselen 
der differentiaal- en integraalrekening op de H. B. 8. in te voeren. 
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